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PROLOGO 
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CAPITULO I 


1. INTEGRALINDEFINIDA 


L1 INTRODI)CF10IS> 


E1 problema básico de la derivación es: Dado el recorrido de un punto móvil, calcular 
su velocidad o también, dada una curva, calcular su pendiente. 

E1 problema básico de la integración, es el caso inverso: dado la velocidad de un 
punto móvil en cada instante, hallar su trayectoria o también dado la pendiente de una 
curva en cada uno de sus puntos, calcular la curva. 

En el estudio del cálculo diferencial se ha tratado esencialmente: Dada una función 
hallar su derivada. muchas aplicaciones importantes del cálculo, guardan relación con 
el problema inverso, es decir: 

Dada la derivada de una función, hallar tal función por ejemplo: /'( jc) = 4, 

g'(x) = 5jc 4 . Ahora el problema es hallar flfx) y g(x), pero con un poco de astucia 
se puede hallar dichas fiinciones, esto es: 


> 



Esta operación de determinar la función original a partir de su derivada es la inversa 
dc la derivación y lo Uamaremos cálculo de la fiinción primitiva o antiderivada. 
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DEFINICION.- La función F: I->R. se Uama la antiderivada o primitiva de 

f: I- > R, sí F’(x) = /(. x ), V x g I. (I = [a, b]) 

Ejemplo.- Sea f(x) = 5x 4 y g(x)=3e ix , V x e R, las funciones F(x) = jc 5 y 

G(x) = e ix para x e R son las antiderivadas de f(x) y g(x) 
respectivamente puesto que: 


F(x)=x 5 

G(x)=e 2x 


F'(x) = 5x 4 = f(x) 
G'(x) = 3e ix =g(x) 


Sin embargo las funciones F x (x) = x 5 + 7 y Gj(jc) = e 3jr + 5 también son 
antiderivadas de las funciones f(x) = 5jc 4 y g(x) = 3e ix respectivamente, puesto que: 

f (jc) = jr 5 + 7 j F¡ (x) = 5 x 4 = f(x) 

G, (x) = e 3x + 5 jq (jc) = 3e 3x = g(x) 

análogamente, otras antiderivadas de ffx) y g(x) son por ejemplo: F 2 (jc)=jc 5 -4, 

F 3 ( x) = x 5 +4tt, F 4 (x) = x 5 +a, G 2 (x) = e 3x -7, G 3 (jc) =e 3x ~e n , G 4 =e 3x +b 
donde a y b son constantes cualquiera, puesto que sus derivadas son iguales a f(x) y 
g(x) respectivamente. 


En general, si F(x) es una antiderivada de ffx) es decir que F'(x) = f(x ), por Io tanto 

F(x) + c, también es una antiderivada de f(x) para cualquier constante c, puesto que su 
derivada es igual a la función f(x), es decir: (F(x) + c)'= F' (x) = f (x) 



DEFINICION.- Si la antiderivada de f(x) es F(x) sobre I. Entonces la función 

G(x) = F(x) + c, se denomina la antiderivada general de f(x). 

E1 signifícado geométrico de la antiderivada F(x) de f(x), es que cualquier otra 
antiderivada de f(x) es una curva paralela al gráfíco de y = F(x). 
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OBSERVACION,- Resulta claro que el cálculo de antiderivadas o primitivas no 
determina una única función, si no una familia de funciones, que 
difieren entre si en una constante. 

E1 proceso del cálculo de antiderivadas o primitivas se suele denominar integración y 
se denota por el símbolo J , llamado signo de integración, el símbolo J f(x)dx se 
llama integral indefinida de f(x). 


1.4 IuA INTEGRAL INDEFINIDA,- 


DEFINICIÓN 1,- Si F(x) es una antiderivada de f(x) sobre un intervalo I. 

osea F'(x) = f(x), entonces a su antiderivada general 
G(x) = F(x) + c se denota por: 



■ •• . • . • • 

G(x) * 

f{x)dx = F(x)+c\ Vx e f 

. . . ■ 



A1 cual le llamaremos la integral indefinida de ffx). 


NOTA.- De la definición de la integral indefinida se tiene: G'(x) -F'(x) = f(x) 
es decir: 


u 

r fíxM 

! cMflx) 
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PROPIEDADES.- 


De la definición de integral indefinida se tiene las propiedades: 

1) — (f f{x)dx) = (\ f{x)dx)'={F{x) + c)'=F'{x)= f{x) ósea que “La derivada 

dx J J 

de la integral indefinida es igual al intcgrando” es decir: 


. .. 

í 4 


....... . . J.v 

2) d{j f{x)dx) ={j f{x)dx)'dx= f{x)dx ósea que “La diferencial de la integral 
indefinida es igual a la función mtegrado por la diferencial de x, es decir: 


fMM « f(x)dx 


3) Si f es una fimción derivable en 1, entonces una antiderivada de /' es f y 


jf-fX)dx =f(x) +c 


4) Se conoce que d{ f{x)) = f'{x)dx , luego de la propiedad (3) se obtiene: 




OBSERVACION.- De las propiedades (2 y (3), a la integral indeflnida también 

podemos interpretarla como una operación inversa de la 
diferenciación, puesto que la integral indefinida al actuar en la diferencial d(f(x)) 
reproduce la fiinción fix) más la constante de integración. 

Ejemplo.- Con las propiedades de la integral indefinida, se tiene, que por simple 
inspección: 

1) J (jc 2 + 3x + 2 )dx = J d{— + y x 2 + 2jt) = — + — x 2 + 2x + c 
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f , c e Ax e 4x 

2) [ e A 'dx = [ d{ -) =-+ c 

J J 4 4 

p . C . sen3jc cos4x sen 3 jc cos4jc 

3) J (cos3jc -sen4jc)cít = J d {—-— + ———) =—-—+—-— + c 

r f jc”' 1 jc"' 1 

4) [ x n dx = [ d(- —) = -— + c. n * -1 

J J /i + l n +1 

DEFINICIÓN 2.- En toda integral indefinida | f(x)dx , a la función f(x) le 

llamamos ñrnción integrando y a la variable x le llamaremos 
variable de integración, la constante c es llamada constante de integración, a 

\ f(x)dx también se lee “integral indefinida de f{x) diferencial de x” 


NOTA.- Sugerimos al lector el dominio de las fórmulas básicas de integración, de tal 
manera que, en el estudio de las técnicas de integración sea amena y agil, 
para tal efecto hemos agrupado en cuatro partes las fórmulas básicas. 


1.5 

FORMUJLAS BASICAS DEINTEORACION- 





1.5.1 

PRIMERAS FORMÜLAS BASICAS DE INTEGRACION - 

Sean f, g funciones derivables, k y c son constantes, entonces: 


jdx = x+c 

© jKf(x)dx = Kjf(x)dx 

© jd(f(x)) = f(x)+c 

fí+1 

(4) \x n dx = ——+c 
^ J w + 1 

(s) J ( f(x) ± g(x))dx = jf (x)dx ± J g(x)dx 



Sea u = f(x), una íuncion diferenciable en x 
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je"du = e u +c 


® e u 

í a u du =— —+c, a>0, a* 1 
J ln a 


© f j U 2 = —arctgC—)+c 
w J u 2 +a 2 a a 


J u -a 2a u + a 


7 N r du 1 . . u + a. 

12) I —-r = —ln|-l+c 

J a -u~ 2 a u-a 


Ejemplos de aplicación de estas fórmulas. 

Calcular las siguientes integrales. 


Q J x(a - bx 2 )dx 


Solucién 


Como x(a-bx 2 ) = ax-bx* entonces: 


J x (a - bx 2 )dx = J ( ax-bx 3 )dx = aj xdx-bj x 2 dx = 


2 . 4 

ax _bx 

~2 4 ~ 


•+c 


© í 


(*" -x”) 2 




dx 


Solución 


A la función, se expresa en la forma: 


( r m _ » \ 2 r 2m ') m +n 2n 

t-* X ) X —IX +X 2W-1/2 O m+n-1/2 . „2 jt-1/2 


■fx 


■fx 


= x ím "‘-lx n 


+ X‘ 


= JC (4m-l)/2 _2 jc (2i»+2»í-1)/2 +jc (4«-1)/2 


entonces 


í 


(x m -x") 1 


fx 


=ju' 


dx= I U' 4 ” 1 ’' 2 + x^»‘ l )dx 


(4m+l)/2 2 x l 2m+2n+l ’>' 2 x (4»+l)/2 

■ + —-- +C 


(4»i + l)/2 (2m + 2n + \)l2 (4n + l)/2 
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2 i / x 4 "*‘ W * 2 ” 42 ”* 1 2 ^x 4n “ 

--+- +c 

Am+l 2m + 2n +1 4n +1 

Q) | (X-Jx + l)(«y fx +1 )dx 

Solución 

Efectuando la multiplicación de (x-^fx + \)(^fx +1), es decir: 

(x--Jx +1 K-s/jc +1 ) = x 3 ' 2 +1, entonces: 



2 5/2 

J (jc —Jx + l)(-\/x + \)dx = J (x 3/2 +1)¿X =~-+x+c 

f g(jc)/ , (x)-g , (x)/(x) 

J g 2 U) 


Solución 


c U , j r J g(jc)./ , U)-/(x).g , (jc) 

Se sabe que la diferencial de un cociente es: d( -) =---- dx 

gtx) [g(x )) 2 

Ahora reemplazando en la integral se tiene: 
f g(x).f'(x)-/(x).g'(x) ^ = f /( jc ) = /M +c 

' [g(jc)l 2 ' g(x) g(x) 


Solución 


A ia integral escribiremos en la forma: 
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© 

^ jc 2 — 4 jc +13 

Solución 

Cuando en el denominador se tiene una expresión cuadrática como en éste caso, se 
completa cuadrados. 


jc 2 -4x + 13 = (jc 2 - 4jc + 4) + 9 = (jc-2) 2 +9 



í 

í 


dx 

x 2 -4jc + 13 


JC + 1 

JC 2 +2jc 


dx 


/ 


dx 1 jc-2„ 

- -= - arctg(- )+í • 

(.v-2) 2 +9 3 3 


Solución 


Cuando se observa que el diferencial del denominador se encuentra en el numerador 
o su diferencia esté en un factor de proporcionalidad, en éste caso se aplica la fórmula 
(7) es decir: 



Sea u=x 2 +2x => du = 2(x+l)dx, de donde. ahora reemplazando en la integral: 
J T~ dx=[~=]-\n\u\+c =Un\x 2 +2x\+c 

J x~ +2x J 2u 2 2 

|* x 2 dx 
J 1 + x 4 

Solución 


En forma similar al ejercicio (7) se tiene: 




Sea u = 1 + .r 4 => du= 4jc 3 dx => x 2 dx = — 

4 
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® j(ax + b) i2 dx 


Solución 


En éste ejercicio se aplicará la fórmula (6) es decir: 


Sea u = ax + b => du = adx => dx = 


Ahora reemplazando en la integral: 


du 


a 


Í , . f 3 r* du 1 2 2 ,.5/'> 

(ax+b) dx=\u —=—.— u' +c =—( ax+b ) 

J a a 5 5 a 


+c 


© Jjc" ] ^ja + bx"dx 


Solución 


A la integral dada lo escribiremos en la forma: 


j* x n ] ^ja + bx"dx = ^(a+bx n ) h2 x" l dx 


Ahora aplicando la fórmula (6), es decir: 


Sea u = a + bx H 


du = bnx" ] dx de donde x n l dx = — 

bn 


Luego reemplazando (2) en (1) se tiene: 


...d) 


...( 2 ) 


f "1 lí,u" , f 1-2 du 2 í2 , 2 (a + bx 

J J bn 3bn 3 bn 


bx"f' 2 


+ c 


© 


(lnUnj^ 
J jtlnjt 


Solución 


En ésta integral aplicamos la fórmula (6), es decir: 












10 


Eduardo Espinoza Ramos 


dx 

Sea u = ln(ln x) => du- -, ahora reemplazando en la integral se tiene: 

xlnjr 


fln(ln,Y) f. .. dx f , u 2 ln 2 

I — 5 - -dx= I ln(lnA)-= I udu=—+ c = - 

J *ln* J xlnx J 2 


(ln(A)) 


+ c 


u) f , Idx 

^ J T¡i + x 2 +(l + x 2 f 12 


(!+*')- 


Solución 


A la expresión, agrupemos en la forma: 
fi+x 2 +(l + x 2 ) 3 ' 2 =^(1 + a 2 ) + (1 + a 2 )Vi + a 2 

= ^(l + x 2 )(l+Vl + * 2 ) = Vl + JC 2 -v/l+Vl -*-x 2 


f _ 1 

r xdx r 

J Vi+x 2 +a+x 2 , 3 ' J 1 

\h+x 2 4i + J\ + x 2 * 

ahora aplicamos la fórmula (6), es decir: 

Sea u = \ + ^¡\ + x 2 => 

X 

II 

■s 

-V1+A 2 

Reemplazando (2) en (1) se tiene: 

f -v<tv _ | 

\ u~ u2 du = 2u 1 ' 2 +c =2- 

J Jl+A 2 +(1+A 2 ) 3/2 j 


J\ 


( 1 ) 


+ A' 


...( 2 ) 


+ c 


■Jxdx 


© 

W J I + ,Y 


í :-y[x 


Solución 


En el presente ejcrcicio aplicaremos la fórmula (7); es dccir: 
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3 ^ 

Sea u =l+xjx ,dedonde du=—4x dx entonces -Jxdx = — du 

2 3 

Ahora reemplazamos en la integral dada, se tiene: 


r _4xdx = 2 fdw _ ¿ j n | u | +c . _ £ i n | \ + x ^| +c 
J I + Wjc 3 J u 3 3 


2 r du 2 


í 


+ % ln(x~ +1) + 1 
1 +x 2 


dx 


SolucSon 


En primer lugar aplicamos la propicdad (7) es decir: 


í 


e arctg *+xln(x 2 +l) + l 


\+x J 


fí? aictgx fi / 7 iv xdx f dx 
dx=|- - T dx+\\n(x +1)--- + J-- T 

3 1 + JC ~ 3 1 + X“ 3 1 +x~ 


Ahora aplicamos las fórmulas (6), (8) y (10). es decir: 


i 


1 , *> 


e arcig " +xln(x ¿ +1) +1 , \n s (x s +1) 

---— dx= + ---- + arctgx + c 

1 + jc" 4 


í 


x- +3 
x 2 (x 2 +9) 


dx 


Solución 


En los ejemplos anteríores, para el cálculo de las integrales, lo que sé hacia era 
expresar en una forma de tal manera que, se pueda utilizar las propiedades básicas de 
integración en forma directa. pero ciertas funciones no es tan fáciles de expresar en 
forma directa, esto depende de la práctica que se tenga y de la habilidad de la que está 
calculando; tal es el caso del presente ejercicio. es decir, en el cálculo de la integral, 
se hace de la siguiente manera. 


2-» 2 1/2 n 2, 2 2 1/2 ru 

x +3=x" +~(x +9-x )=jx +j(x +9) 


ahora reemplazando en la integral dada se tiene: 
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e x~ + 3 , 1 f 2x 2 +(x 2 + 9) lf 2x~ x~ +9 

i —- dx = - I—-— -áx=- r-+ ——^- ]dx 

J jt~(jr +9) 3J jr(x 2 +9) 3-J jr(x 2 +9) jr(x _ +9) 



Solución 


En forma similar al caso anterior, el numerador expresamos en la forma: 


1 = {x 1 +l)-x 7 , ahora reemplazamos en la integral dada: 


í-£- = = f-£l±L*-f_£jÉ! 

Jx(jc 7 +1) J x(x 7 +l) *'jc(x 7 +1) J x(x 7 + 


x(x +1) J x(x +1) 


dx-' * ldx 
x(x ' +1) J x(x ' + 1) 


fdx r x b dx 

~i X 


(aplicando la fórmula 7) 


= ln|jc|-yln|jc 7 +11 +c 


n) J-J 

J cpn v — 


cosjcrfr 


sen“ x - 6sen:c + 5 


Solución 


Í cosjc dx _ r 

«pn “ r — spn r n- S J 


cosx dx 


sen" x - ósenx + 5 J (sen~jc-6senx + 9)-4 J (senjc-3)" -4 


-í 


cosjc dx 


sea z=senx—3 dz=cosxdx 


r cosjc dx r dz 1 , ,:-2. 1 , . sen jc - 5 , 

- y - = — - = -ln| - -| +c =— ln| - 7 \+c 

J sen" jc-6senx + 5 J z~ ~ 4 4 z + l 


4 senjc-1 
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En éstas fórmulas básicas van a considerarse los casos en que él integrando es una raíz 
cuadrada de una expresión cuadrática. 

Sea u = f(x) una funciói diferenciable en x, entonces: 




Nota.- Las integrales de este tipo se calculan completando cuadrados. 

Ejemplos de aplicación de estas fórmulas. 

Calcular las siguientes integrales. 


í 


dx 

V-x 2 -6x-6 


Solución 
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En la expresión completamos cuadrados: -x 2 -6jc-6 = 3-(x 2 +6+9) = 3-(jc + 3) 2 
ahora reemplazando en la integral y aplicando la fórmula (1) 


í 

© I 


dx 


-/■ 


dx 


- -- . .-=- = arcsen( * ) + c 

v- jc 2 -6x-6 J J3-(x + 3) 2 V3 ' 


dx 


■\/5-2x + x 2 


Solución 


Completando cuadrados en la expresión 5 - 2x + x 2 se tiene: 

5-2x + x 2 = x 2 -2x + l + 4 = (x-l) 2 +4, ahora reemplazando en la integral y 
aplicando la fórmula (2) 


í 


dx 


-i 


dx 


x/5-2x + jc 2 J -\/(x-l) 2 +4 


= ln|x-l + -\/5-2x + x 2 |+c 


© J 




cVl-ln J 


Solución 




- f_*_ 

J x-\/l-ln 2 x J -s/l-ln 2 


...( 1 ) 


Sea u = lnx => du= — 

x 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: 


... ( 2 ) 


f — . ~ = f . = arcsen(w) + c = arcsen(lnx )+c 

J xyl-ln 2 x J -yl — w 2 


© í 


sen x.cosx 
L 


dx 
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Solución 


A la íntcgral dada escribiremos así: 


u 


£ V 


í 


senxcosx , 1 r 2 sen x. cos x 


dx 


■íí- 


V2-sen 4 x ^ -j2-(sen 2 x) 2 




|(X > * S ' 


Sea u = sen 2 x => rfw = 2sen xcosxdx 


... 0 ) 

•$Sr, .£</>■ yV). WH jfí)' 


... ( 2 ) 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


J 


sen.rcosx , 1 f du 1 , u . 1 ,sen~ x 


dx 


-lí 


_ __- . ,-= — arcsen (^=)+c =— arcsen( ' " ) + c 

V2-sen 4 * 2J VT^ T 2 -«/2 2 a/2 


(5) |t/í ! -2*- 


1 í/v 


Solución 


Completando cuadrados: jc 2 — 2jc —I = (x-l)“ -2 , reemplazando y aplicando la 
fórmula (5) se tiene: 


JVx 2 —2x — 1 í/jc = J* -J(x-1) 2 -2 íír 


jc — 1 


V* 2 -2x-1 — lnlx—1 +a/x 2 -2jc-1 |+c 


© J 


¿fct 


^2ax—x 2 


Solución 


Completando cuadrados: 2ax-x~ =a~ -(x-a)~. 


Ahora reemplazando y aplicando la fórmula (1). 


f dx _ f dx 
4Í flx-Jt 2 ' y la*-(x-a)* 


= arcsen(- )+c 

a 
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(8.r-3)¿t 
Vl2x-4jr -5 


Solución 


Cuando se tiene éste tipo de integrales, en el numerador se pone el diferencial de la 
cantidad subradical, luego se resta ó suma una cantidad de tal manera que, resulte la 

misma expresión, es decir: d (12 v - 4v ~ - 5) = (12 - 8x )dx 


(8.v-3)rfjc _ r (12-8.y-9)íív _ r (12-8 x)dx Q r dx 

Vl2.v-4jr-5 ^ v/i2jc-4.v 2 -5 ' Vl2.v-4x 2 -5 ^ -Jl2x-4x 2 -5 



2.v-3 


= -2-J\2x-4x 2 -5 +—arcsenf 

2 2 


) + c 



í 



+ x 2 -V2-x 2 

^4-v 4 


rfv 


Solución 


A la expresión. separamos y simplificamos 


*\/2 + x 2 -^Jl-x 2 _ -\/2 + x 2 -V2-x 2 _ "\/2 + .v 2 -‘Jl-x 2 
V4-x 4 ^/(2 + x 2 )(2-v 2 ) -\/2 + x 2 -\/2-x 2 


V2 + x 2 _ V2-x 2 _ 1 _ 1 

'sjl + X 2 sjl-x 2 'Jl + X 2 ~Jt-x 2 -Jl-x 2 ^jl + x 2 

Ahora reemplazamos en la integral dada se tiene: 

- f-rfi—f-45- 

V4-x 4 -\/2-jt 2 -\/2 + v 2 V2-v 2 V2+V 2 
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■ arcsen(—7=)-ln | x + ^¡2-\-x 2 \ +c 
V2 


® H 


(x~ —1 )dx 


íx 2 +\)47 4 +i 


Solución 


A1 integrando divide, numerador y denominador entre x' 


í 


(x 2 -1 )dx 


(x 4 


=í 


2 +i)477\ J (x 2 +i)477i 


^T-dx (1 -~7)dx 

■■ ■/—r'* 


L ,<M 


(x + 


Ahora hacemos la sustitución: u=x+— => du=( 1 —í-)rfx 

JC X 2 


t/ =x + — 
X 


w 2 =jc 2 +—+2 

X 2 


x 2 + " = u 2 -2 
x~ 


enseguida reemplazamos en la integral 


r (x"-l )dx c du 1 u 1 .x 2 +l. 

- j =-~- = — , • = —= arc sec —== + c =—¡=arc sec(—==-) + <.• 

J . ,x / 4 . , J ...n T ,/? „/? ,/? ,/?Irl 


(x 2 +l)4x 4 +1 J u47 -2 42 


■J2\X\ 


í 


X" +17 


V 


x 2 +9 


dx 


Solución 


J Vx 2 + 9 J 477 9 


dx + 8 


477 , . 


rfx 


= í 4777dx + s f . - - 
J j ^/7T9 


= ^[x-Jx 2 +9 + 251n|x + Vx 2 + 9 |+c 
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0 


© 


En ésias fórmulas básicas vamos a considerar a las fiinciones trigonométricas, para 
esto tenemos una fiinción u = f(x) diferenciable en x, entonces: 


(Q) J sen v? —cos u +c 

( 2 ) Jcostt.<f« = 

(© JtgttX& = -Injcos» j +c 

'£ ♦ !..« . ’ i jijp 

© Jctgttirftt 

(1£) Jsectt.cftt =lfe{:^ett +tgttf t 

sc:-tjvHgí|+|}|« 

,..v...... ........ 

Qfr) J cosecu.du -ln|coscctt -í 

jfgtt:|+c-= lnftg| | +c 

© J sec 2 u.du - tgtt+c 

(8^ J COSCC ? 'Mj 

( 9 ) J sec tt, tgudu =sec« +ó 

‘ •: ... +1 -,1 

(Sjj) Jeosccttctg 


:==~Ctg.tt + í 


cosecu + c 




Ejemplos de apücaciones de estas fórmulas 
Calcular las siguiente integrales. 

Jsen(jt 2 -4x + 5).(x-2)dx 

Solución 

Sea u = x 2 -4x + 5 => du = 2(x-2)dx , de donde 
(x-2) = ~ reemplazando en la integral dada 


J* sen(x 2 - 4x + 5).(x- 2)dx = J sen u.~ = -- °j - U + c 
J cos(sen jt + x 2 ).(2jt+cos x)dx 


du cos u . cos(x -4x + 5) 


+ c 
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Solución 


Sea u = sen x+x 2 => du = (2x + cos x)dx , reemplazando en la integral dada 


J cos(sen x + x 2 )(2x + cos x)dx = J cos u.du = sen u + c = sen(sen x+x 2 )+c 


f lgc/x 2 -t-4)x f 

J a/774 


Solución 


Sea u =^¡x 2 + 4 => du 


xdx 


4x? 


+ 4 


. reemplazando en la mtegral dada: 


f tg(^]x 2 +4) *- = f tg u.du = ln |sec u \ +c = ln |sec(V* 2 +4) | +c 

J -Jx 2 +4 J 


(5) Jetg(lnx)^ 


Solución 


dx 

Sea 1 / = ln y => du= —, ahora reemplazando en la integral dada: 

x 


Jctg(lnjr)— = jclgu.du = ln|senw|+c =ln|sen(lnjc)|+c 


J sec(3x + 5)dx 


Solución 


Sea u= 3jc + 5 => du = 3dx => dx = ^-, ahora reemplazando en la íntegral dada. 


f sec(3jc + 5)¿£c = f sec u .~=—ln | sec u + tg u \ +c =—ln | sec(3jc + 5) + tg(3x + 5) | +c 
J J 3 3 3 


3 3 — ~ ■ 3 
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© 


2 -Jx + COS-s/jf 


(é) J sec 2 (sen -Jx + ,\).(— 


)dx 


Solución 


c r j 2-Jx + cos-\/jc 

Sea u= sen-\/jc+Jc => du =-=- dx 

ijx 

Ahora reemplazando en la integral dada: 
r 2~Jx + COS ■r* 


J sec(sen sfx + jc)( ———)dx = J sec 2 u.du = tg u + c = tg(sen ^fx +x) + c 


J sec(-\/sen x ) tg(-\/ sen jc )^jc Igx-J cos x dx 

Solución 

_ i - , cosxdx JctgJcVcosx 

Sea u = vsen x => du = — - r . =- 


2a/í 


c/x 


senx 


De donde, ahora reemplazando en la integral se tiene: 


J sec(Vseñx) tg(-y/senx )^/ctgJC-Jcosx dx 


= 2 J sec u. tg u.du = 2 sec w + c = 2 sec(-Vsenx) + c 


© fvr + cos 8xrfx 


Solución 


Se conoce que: cos 2 4x = => l + cos8x = 2cos 2 4x. ahora reemplazando 

en la integral dada: 

J -\/l + cos8xc/x = J-^2cos 2 4xrfx = *J2 Jcos 4x.dx = — S — — +c 


4 
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1.5.4 


En estas fórmulas básicas vamos a considerar a las funciones hiperbólicas, para esto 
consideramos una función u = f(x) diferenciable en x, entonces: 


Q) Jsenh udu = coshí/ + £ 

(¿p J cosh kidu-mnM +p 

(j) J lgh«.<A/ = Itt |coSh«( +¿ 

(T) J ciglt«.í/w tnj sehh»j + 

J sec fyyujdu =: tgh u + c 

(ó) J cc&eth 2 ü.du “ Sc tgh tíi 

0 J sec /í«. tgh üMit = ^ sec:M+c 

J cGseehtí^élghiijdit =± -C( 


Ejemplos de aplicación de estas fórmulas básicas. 

© í sec hx.dx 


Como sec/u = 


1 


Solución 


2e } 


coshx e x +e~ x e 2x +1 ’ 

Hacer: u = e x => du = e x dx, reempiazando en la integral dada: 

f sec hx.dx = 2 f — ^ — dx = 2 í = 2 arctg(w ) + c =2 arctg(e x ) + c 

3 3 e~ x +1 3 u~ +1 

( 2 ) J (3 senh 7 x - 8 cosh 7 x)dx 


Solución 


J (3 senh Ix - 8 cosh 7 x)dx = 3 J senh lx.dx - 8 J cosh lx.dx = 
J 5 ‘ eh *. sec h 2 x.dx 


3 cosh Ix 8 sen Ix 


■ + c 
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Solucién 

Sea u = tgh x => du~sech 2 x dx, reemplazando en la intcgral dada, y por la 
fórmula 9) de la primera parte se tiene: 


r r S" 

Í5 teh \sec/? 2 * dx= \5 u du = —+c = - -+c 

J J ln5 ln5 


© í 


cosh - x.dx 


Solución 


X , X 1 

7 € + € 7 1 7 7 

cosh~ x.dx = (-) - =— (e~' x +e ~ x + 2), reemplazando en la integral dada 

2 4 


I . 2-A — 2x 

í cosh 2 x.dx = — f (e 2x + e 2x + 2)dx =—[---— + 2jc] + c 

J 4 J 4 2 2 


= —(senh2jc + 2x)+c = — senh2x + —+c 

4 4 2 


© | 


senh jc.cosh jc.í/x 


Solución 


J senh 4 x cosh x.dx = J ( senh jc) 4 cosh x.dx = 


senh 5 jc 


+c 


(ó) J e 1 . coshíe') senh(é> r )dx 


Solución 


J e x cosh(e T )senh(e' )dx = J senh(e T ).cosh(e T )e x dx = 

u dt* 


x x senh 2 e x 


+ c 


© J 


senh(4x ) 

4x 
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Soiución 


f senh(Vjc) = 2 f senh(-/v )d(^fx)=2 cosh( Vx) + 1 ’ 

J V-v J 


^8) Jvsec frx 7 


dx 


Solución 


Jxsec/t 2 x 2 r£v = ^ Jsec/r.v 2 .2xiív =y tghx 2 +c 


OBSERVACION.- En ciertos casos es preferible elcgir un cambio dc variable en la 

forma mas adecuada a fin que la integración sea fácil de 
resolver y este caso veremos con ei nombre de integración por sustitución o cambio 
dc variable. 


1.5.5. INTECRACIÓN POR SUSTITUCIÓN O CAMBIO DE VARIABLE.- 


TEOREMA.- Si x = <{>(t) es una función diferenciable entonces: 

J Hx)dx =J fmwm* 


Demostración 


Sca F(x)= J f (x)dx ydefiminos G(t)= F(<j>(t)) ... (I) 

Probaremos que G(t) cs la integral indefmida de la fimción f (<j>(t))$'(/) , csto es que 
sc cumple: 

1 

‘—P-=fW))4nt) ...( 2 ) 

dt 

Lo que es equivaiente G(t) = J f (<¡>(t))xf>'(t)dt ... (3) 

^^^~F(<f>(t))=~F(. v), x = ((>(t) 
dt dt dt 


En efecto se tiene: 
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_ dF(x) dx 
dx dí 

= f(x)4>'(t) 

=nm)4>'(t) 


(regla de la cadena) 


dF(x) 

pues —-— = f(x) 
dx 


(lo cual demuestra 2) 


Se concluye que: 

Si x = 4>(t) entonces j f(x)dx = F(x) = F(<j>(t)) =G(t) = j f(<j>(t))/¡>'(t)dt 
Ejemplos.- Calcular las siguientes integrales. 


J x\¡x - 2 dx 

Solución 

Sea t = x—2 => x = t + 2 => dx = dt, reemplazando en la integral 

jxl¡7^2 dx = j(t + 2?4i dt = j(t An +2t l/i )dt 

=ir 7/3 +l/ 4/3 + c =-(x~2) 7/i +— (x-2) 4 ' 3 + c 
7 2 7 2 

f x 3 dx 

J CT 

Solución 

f x i dx r v 2 jc dx 


sea / = 1 —x 2 => x 2 =1-/ 



reemplazando en (1) 


f x 3 dx 

J VT? 


fx 2 x dx 




-r 1/2 )dt=-[^^-2t 1/2 ]+c 
2 3 


( 1 ) 
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-V 1 +c=r la (--l ) +c =JhLJl +c= ^I^( l - xl ~ 3 

3 3 3 3 


) + c 


= ■Vl-Jt -2 —-Jl-Jf 2 +r 

3 3 


(T) J v 5 Vl —-v 2 




Solución 


Jx 5 -Jl — x 2 dx = J(x 2 ) 2 -\/l -x 2 x dx 


..( 1 ) 


© 


Sca / = 1 — x 2 => x 2 = 1 — / => x dx = -^-, rcemplazando en (1) 


Jx 5 -\/l-x 2 rfx = J(x 2 ) 2 Vl-x 2 x dx = J(1 -t) 2 4t (--y) 

= J(l-2í + r h/r(-y> =ij(2/’' 2 -/'' 2 -i' l2 )ili 


2 j ' 1 12 1 7Í- 1 

-/ —r —/ "+c 

5 3 7 


= =(l-.v-> 5 2 -i(l-* 2 ) 3 2 --(l-x 2 ) 7 ' 2 +<• 
5 3 7 


r rfx 


Solución 


f dx -1 

r - v 

-rfx 

'Wv'-I J 

1 

'v 3 -1 


---( 1 ) 


Sea r=x 3 -l =v x 3 =l+/ 2 => x 2 dx = — ^ , rcemplazandoen (1) 
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f dx _ f x dx _ f ¿í dt 

J "■ J " J á(Ñ7hF 

2 r dl 2 2 


2 / 


¿ C CÜ ¿ Z / t 

= — I-- =—arctg/ + c =-arctg(Vx -l)+c 

3 •» 1 + /- 3 3 


x A dx 


® hn 




Solucién 


dt 


Sea / = x 5 +1 => x a dx~~, reemplazando en la integral dada: 


' 1 30 30 


f x f dt _ 1 r 

J vrnr =J ivr = 5 J' 


© f£ + -y2+-^2 + 2cos(5-\/jt +4) jc l/2 ¿ic 


Solución 


„ . . , . . , 2 * 1 + COSJt , , . 2 

Por la ídentidad cos —=- de donde 1 + cos jc = 2 cos — 

2 2 2 

-J2 + 2cos(5a/x+4) = -n/2.^1 +cos(5^/x + 4) = ¿2¿2 cos ^^ + ^ = 2 cos (^^ + ^ ) 


-j2 + ->/2 + 2cos(5-\/jc +4) = J2 + 2cos ^* + ^ = ¿2 Jl + cos + ^ 


/r rz 5¿x +4 - 5Vx + 4 

= V2.V2 cos-= 2 cos- 


-^2 + -^2 + t/2 + 2cos(5Vjc +4) =^2 + 2cos = a/ 2^1 + cos + - 


4 
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nr pr 5-Jx + 4 5-Jx + 4 

= V2.v2.cos -= 2 cos- 

8 8 

ahora reemplazamos en la integral dada 

J-J2 + -J2 + -J2 + 2cos( 5 V^ + 4 ^-* 1 2 <¿c = 2 Jcos + ^ j: 'íZx 


5-Jx+4 8^ rfx -i/7 j 16 j 

- => -dz =—= => x ~dx = — dz 

8 5 2-7^ 5 


J -^2 + -^2+-^2 + 2 cos(5-7x + 4) .x 1 ' 2 dx = 2 J cosr.—rfr =—sen - + c 


32 5^ + 4 

= — sen-+ c 

5 8 


1,5, 


wrm&Áim m,msxmms' : Qm mmmmm 

C13AOK4DO,* 


m rmmmm 


Se trata de las integrales de la forma siguiente: 


© í 


F # 

(7) f .£. 

^ ax- +M+ic 

f £ 

/7J ; 




- . .ví.-.-.-.- - 


Las integrales de la forma (1) y (2) se calcuian completando cuadrado en el trinomio y 
aplicando 11 y 12 de ia lra. fórmulas básicas 11, 2 y 3 de la 2da. fórmulas básicas es 
decir: 

7, . i h ■> b b~ b~ 

ax~ +bx + c = a(x~ +—x)+c = a(x~ +— r +—— )+c - 

a a4a~ 4 a 


b .7 4 ac-b 2 r/ b 7 4ax~b 2 , 

= a(x + —)~ +—-- =a[(x+—)~ + ■ - - ] 

2 a 4 a 2 a 4 a~ 


4 a 
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í 

/ 


dx 

ax~ +bx+c 


1 f dx 

a J b x j 4ac-b 2 

(* + —>" +-— 

2a 4 a 2 




dx 



4ac-b 2 
4 a 2 


Luego aplicar las fórmulas indicadas para las integrales de la forma (3) y (4), 
primeramente se calcula la derivada del trinomio cuadrado 2ax + b. 

Luego se acomoda en la expresión ax + b en la siguiente forma: 

ax+b=-[2cx + d]-— + b, como se observa que la expresión 2cx + d es la 
2 c 2c 

derivada del trinomio cuadrado. luego reemplazamos en cada una de las integrales. 


(ax + b)dx 
cx 2 +dx+e 


a f (2 cx + d) , ,, ad r dx 

— — - dx+(b-—)\— - 

2c J cx~ +dx+e 2c J cx~ +dx+e 


aquí se aplica la propiedad (7) de las lra fórmulas básicas y la integral de la forma (1). 
En forma similar para la otra integral 


r (ax + b)dx 

- 2 f 2ot+rf i {f- ad ) 

f dx 

-yjcx 2 +dx + e 

4cx 2 +dx+e ^c • 

'sjcx 2 +dx+e 


aquí se aplica la propiedad 6 de la lra fórmula básicas y la integral de la forma (2). 


Ejemplo.- 


Calcular Ia íntegral | 


dx 


x 1 +2x+3 


Solución 


Completando cuadrado +2x+3 = (jc +1) 2 +2 
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C dx 

Ejemplo.- Calcular la integral I —- 

J x ‘ -7jc + 


10 


Solucion 


i , 49 49 

Completando cuadrado — 7jc + 10 = (x~ - Ix + —) + 10-=(v — 

4 4 


7 3 
.v- 


f f 1, . 2 2 i 

J v 2 -7.v + 10 J (v _7 2_9 3 r _Z + 2 


1. -Y - 5 

— ln - +r 

3 v-2 


2 4 


9 •> 


Ejemplo.- Calcular la inlegral f .. 2 V — 

J V4x-3-v 2 


Solución 


Complctandocuadrados 4v-3-v' = 1 -(a“ -4v + 4) = 1 -(v-2)" 


dx 


f f rfY - f -_ 

•V4V-3-V 2 -Jl -(v-2) 2 


= arcsen(v-2) + c 


r 

Ejemplo,- Calcular la integral . _ 

J Vc 2 +6v + 


13 


Soiución 


Completando cuadrados v 2 + 6v +13 = (v + 3) 2 +4 


dx 


f_ ( !l _-f 

J 7v 2 + 6v +13 J -J( v + 3) 2 + 4 


= ln| v + 3+‘s/v 2 +6v+13 | 


+r 


Ejemplo,- C alcuiar la inteural I -4^——- 

" ■' v 2 -7v+ 12 


Sofución 


r- | r-i 
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. l r 2a-7 + 3 . l r 2jc-7 . 3 

x-2 = —[—-] =—[—-] +--- 

2 a- 2 -7x + 12 2 jc 2 -7a+12 2(jc 2 -7a + 12) 

se observa que 2x — 7 es la derivada del trinomio x~ -7x + 12 

dx 


r (a— 2)dx 

I| 

r 2x - n rfv+ 3 r 

* A- 2 -7a +12 

2 J 

a 2 -7a + 12 2 J 




= — ln | .v 2 — 7.v +121 + — í - ^ - 

2 2 J 7 o 1 


(A-)- — 

2 4 


= — ln|A 2 -7a + 12| + —.—--—ln |--—— | +c 

2 2 .J ' 7 1 1 

2(-) A-- + - 

2 2 2 


7 1 

x- 


1 , , 7 , ,,, 3. . a — 4 

= —ln|A“ -7a+12| + — ln|- |+t 

2 2 a-3 


3 jc 1 

Ejemplo.- Calcular la integral í—-- dx 

J dv 2 -dr4. 1? 


4a -4a + 12 

Solución 


3 4 3 1 

3 a -1 =—[8a - 4 + —] = — (8a - 4) + — 
8 3 8 2 


f *~ l A .lf ; 8< - 4 + 

J 4v 2 -dr4.17 8 J ¿V 2 -¿V4-17 2 J dv 2 - 


rfx 


4a 2 -4a + 17 8 J 4a 2 -4a + 17 2J4a 2 -4a + 17 


= -ln|4A 2 -4 a + 17|+- f- 

8 1 8J. 1.2 


(x--)- + 4 


1 

x — 


= —ln|4A 2 -4a + 17|+ — arctg-—+ t* 

8 16 2 
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3 2 /1 , 1 -2-V — 1. 

= — ln 4 a -4x + 17 + — arctg(-) + c 

8 16 4 


Ejemplo.- 


Calcular la 


integral J 


(3x -1 )dx 
■\lx 2 + 2.v + 2 


Solución 


3x-l =— [2a + 2-— ] = —(2.v + 2)-4 
2 3 J 2 


se observa que 2x + 2 es la derivada del trinomio 


(3jc — 1 )dx 3 f 2a + 2 


dx-4 


í 


dx 


r (jx — i )dx _ j r 

^jx 2 + 2x + 2 ^ 'Jx 2 +2.r + 2 J -yjfx + l) 2 +1 

= 3 -yfx 2 +2jc + 2 — 41n | jc + 1 + '\/a' 2 +2jc + 2 |+c 


Ejemplo.- Calcular la mtegral í f 4 

J Vx 2 +2a-8 


Solución 


4 - 7x = -1 [2.v + 2 - y ] = -1 (2x + 2) +11 
se observa que 2x + 2 es la derivada del trinomio 


r (4-7a)¿/a 

- 7 f 2jr+2 i”í 

dx 

J Va^ +2.V-8 

2 J ^ + 2 x-8 J . 

J(x + \) 2 —9 


= -l4x 2 + 2x-8 + llln|A+l + Va 2 +2a-8 | +c 
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1.5,7. EJERCÍCIOS PROPUESTOS DE JLAS FÓRMUEAS BÁSICAS.- 


© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

@ 

© 


Calcular las siguientes integrales indefinidas inmediatas: 
3 ax 2 -2bx 


i 


4ax* -bx 1 


dx 


Rpta. l^Jax* -bx 2 +c 


x cos x.dx 


V l-W 


(xsen x + cos.v-1)' 


dx 


'J(l + A 2 )ln(A+'\/Í-fA 2 ) 


„ (xsenA' + cosA-l) 

Rpta. ----+ c 

1 -m 


Rpta. 2^1n(A + -\/l+ v 2 ) +c 


J ln(cosA).tg x.dx 
r ^/l + lnA 

J A 


dx 


_ ln - (cosA) 

Rpta.---- + r 


Rpta. ^-(1+ lnA ) 4 ' 3 +c 


í 


a" x dx 
■sfa^b a ” 


Rpta. —-Ja + bx n +c 
nb 


r A-arctg(2A) 
J 1 + 4a 2 


dx 


ln(l + 4a 2 ) arctg 2 (2A) 

Rpta.- - -+ c 

8 4 


í 


dx 


(arcsenA) 3 -\/l — jc 2 


Rpta. - 


1 


2(arcsenA)‘ 


•+c 


í 


dx 


-x , „x 

e +e 


Rpta. arctg (e x ) + c 


í 


a x ln a 


1 -hfl 


2x 


dx 


Rpta. arctgífl^+r 


í 


c v (l + Alnc) 


dx 


x 


Rpta. e ' InA+c 
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12) Jjc 2 ' (]nx + l)rf,r 


2 * 

Rpta. —— + í‘ 


5 ) J 


r~ 3 v , 2 

V* -x e + x 


dx 


Rpta.- -=-e x + In | x | +c 

3x-Jx 


( 14 ) J sen Ixsjl + 2 cos 2.v dx 


Rpta. -i(l + 2cos2a) 3/2 +c 


15) J ->/x(a' 3 ' 2 — 4) j 


dx 


Rpta. -(a 3 ' 2 -4) 4 +c 
6 


r x dx 
a + bx 2 


Rpta. -V- ln | a + bx 2 \ +c 


3 > J 


flA + ¿? 
/7A + Í/ 


í/a 


_ ax bp-aq q t 

Rpta. — + ——i^-Mn | a + — | +c 

P p~ P 


f— 


xdx 


+ 1 


Rpta. (a~ +1) ~ + f 


© J 


4x +lnx 


dx 


x 


_ _ r- ln 2 v 

Rpta. 2V* + —-— + c 


® Ijrr. 


Rpta. (a 2 +8) 2 +c 


S> J 


xdx 


Vl6-9t 2 


1 ,3a 

Rpta. — arcsen(~) + c 


© J 


ll 


ln(A + -yjl 


+ A 2 ) 


1 + A 


c/a 


Rpta. — fln(A + Vl + Jf 2 )] 2 +í 


Vr' 


© j 


e'dx 
a + he x 


Rpta. -j- ln | a + be' \ +c 
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© 

• 

r dx 

' 4 + (jc-2) 2 

© 

c 

f xdx 

' 6+(3 + 2jt) 2 

1 

© 

p sen x dx 

' 1 — cos X 

© J 

f dx 

' x(x 2 -8) 

© J 

(■ sec 2 xdx 

' a + b tgjc 

© J 

1 * sec 2 xdx 
^ 6 + 2tg 2 x 

® J 

[ e a * n dx 

© J 

r dx 

jcln 2 x 

© J 

í 2 ' 3 : 1 * 

1 5^2 

© J 

r 18¿r 

' 9x 2 -x 4 

© J 

r e* +senjc . 

1 Je‘ -cosx 

© J 

r .. *... 

sen 2 x\Jc\gx-l 


r. * 1 ,X-2. 

Rpta. -arctgí—) + c 


n * 1 * ,3 + 2jr 

Rpta. — =^arctg( —¿=—) + c 

4V6 V6 


Rpta. ln |1 — cos x | + c 


1 v 

Rpta. — In | — -j +c 

16 Vx 2 -8 


Rpta. —ln|í¡r + ¿tgA*|+í- 
b 


_ 1 ,tgjt 

Rpta. —arctg(—+ c 
2-y¡3 - n /3 


1 


Rpta. -^-e (2jr5> +c 


Rpta. ——+c 
ln.r 


Rpta. A*( , ^ 1 . - ) + c 


25 5 In6-ln5 


_ 21,.x+3, 

Rpta.-ln|-1 +c 

x 3 jc-3 


Rpta. 2*Je* — cosx +c 


Rpta. — — (<- tg jc— 1) 3 +c 
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r (jc 2 -2x + l) 5 

J 1-x 


senh xdx 


(1 + coshx) 3 


@ J (ln.Y + I)t?* lnJf rfr 


© 

@ 

© 

© 

© 

© 

© 


J 

í 

í 

J 

J 

J 

J 

J 


dx 

■» ■» ZT 

a x~ -h 

a aenx cos xdx 


1 + sen x , 

- dx 

x-cosx 


e hx d\ 


l-e 


bx 


x 2 dx 

(a + bx* ) 2 

* 3 -l ^ 

—- dx 

x 4 - 4x +1 

dx 

x 2 -4v+8 
18rfx 

x ” + 4x — 5 



J< 


sec 2x 
1 + tg 2x 


) 2 dx 


Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 


-—(x —l) 5 +c 
2 

1 

2(l + cosh x) 2 


x 


X 


+ í 


1 , , ax-b . 

In |-|+í* 


2 ab ax + b 


a 


In a 


■ + c 


ln | x - cos x | + c 


—ln \\-e bx \+c 


3 b(a + bx 2 ) 

^ln|x 4 -4x + l|+c 

1 .x-2 

— arctg(—) + c 

3ln||^|+c 

I gv 

2(l + tg2x) 
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© 

© 

© 

© 

© 


J 

J 

J 

J 

J 






4jc 2 -20jc-9 


arctgV* dx 
2 , + 


-\/a' + 


2a- ¿ +jc j 




COS' A'tJI + tg X 


2a* —s/i 


arcsen,v 


Inxdx 
a( 1 +ln 2 A') 

J <? 2 '+l 

r lnA-1 


cAc 




dx 


J 

J 

J 

J 

J 


ln x 


g'(x) 


(g(x)) 2 


dx 


dx 


xlnA-(l + x )arctgA 
jc(1 + A 2 )ln 2 A 


dx 


1-xlnx 


Aí? 


dx 


f f 

x (xln“ A + xlnx-l) 


ln 2 A 


dx 


'\j\-x~ arcf 


arcsenx-x 


Vl-A 2 (arcsenx) 2 


dx 


_ _ .2a + 5 x 

Rpta. 2arcsen(—-—) + c 


Rpta. arctg 2 4x +c 


Rpta. 2-^/1 + tgx + c 


Rpta. -2-\/l-A' 2 --j(arcsenx) 2 +c 


1 7 

Rpta. — ln|l + ln“ x|+c 


Rpta. ln|e + e J+c 


Rpta. + c 

lnx 


„ ' 1 
Rpta.- + c 

g(x) 


„ arctgx 

Rpta. - — + c 

lnx 


„ Inx 
Rpta. - + c 


Rpta. — + c 

lnx 


Rpta. 


arcsenx 


+c 
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@ \ 

f g(x).g’(x) 

© J 

[e'"'rfx 

© 

1_ 

[ ln& > rfx 
' ln(4x)x 

-a 

© 

[2 + x+ 3 arctg 3 x 

1 1 + x~ ‘ 

@ J 

r sen -Jx cos^x . 

© J 

r ln(2x) + ln 2 x 

1 3x 

© 

ln .«•■+— 

x dx 

\ j, 

© J 

\e e '' e e '^*dx 

(D 

r xdx 

(l + x 4 )arctg 3 x 2 

© J 

■ sen2 xdx 

cos 2 x + 4 

® J 

\ e' sen(4e r + 2)<7x 


Rpta. -y/l + g 2 (x) +c 


Rpta. e e +c 


Rpta. In x — ln 2. Ln | x In x 


1 7 3 4 

Rpta. — ln(l + x ~) + 2 arctgx + — arctg x + c 

2 4 


Rpta. -cos 2 ck + C' 


Rpta. —ln 2 |2x|+—ln 3 |x|+ — ln2.1n|A'|+c 
6 9 3 


Rpta. -e x +c 


Rpta. e e + c 


Rpta. - 


4arctg 2 x 2 


+ c 


Rpta. -ln Jcos 2 x + 4| +c 


Rpta. -icos(4í? A +2) + c 
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í 


jr +jc + 5 
a 2 +1 


dx 


Rpta. —+ 5arctgx+f 


r 4+Vl-jc 2 
* >/3-3x 2 


dx 


/J 

Rpta. (x + 4 arcsen jc) + c 


í 


(x + 1 2 + 1 ) ln(jc 2 + 1) + 2jc 2 Xj _ 4 7 

--c rfx Rpta. jce ln(l + ) + r 


jc 2 +1 


75) JV3-v 4 +4.v 3 +6 jc 2 +12jc+9(jc 3 +jc 2 +jc + 1)c¿c 


Rpta. ^-(3a 4 +4jc 3 +6x 2 +12a+9) 5 +c 


© 

■ _ 

r dx 

' A(ln(ln 3 (lnx))).(ln(lnA))lnA 

© J 

r 3 + A'ln(l + x 2 ) , 

\ , 2 dx 

1 

© 

|* x dx 

1 Vl-x* 

• _ 

r (a — 2)dx 

-Jx 2 -Axf\3 

® J 

a~ — a~ x~ —b~ 

® J 

r senA-AlnA.cosA . 

dx 

Asen - a 

© 

• Inxdx 

' (1-ln 2 a)a 


Rpta. yln|ln|ln 3 |lnx||l+c 


1 ? ? 

Rpta. 3arctgjc +— ln“(l+A') + c 
4 


j • 

Rpta. — arcsen(x 2 ) + c 


Rpta. -Jx 2 -4x + 13 +c 


Rpta. ^ln| — a |+c 

í x -b~ 


lnjt 

Rpta. -+ c 

senx 


Rpta. -yln|l-ln 2 x|+c 





















Integral Indefinida 


39 


-1 

<D 

r x*dx 

1 Vi-** 

-• 

(D 

r e 'dx 

e~ x — 6c A +13 

© J 

p sec 2 a dx 

V*g 2 Jc + 4tg.v + l 

© J 

Wl + x ! 

-1 

(D 

r dx 

' e x 4\~e 2x 

® j 

r dx 

■j5-Ax-x 2 

© j 

r dx 

4\5 + 2x-x 2 

© j 

[ . dx 

x^A-9\n 2 x 

© j 

r e'dx 

42-e 2x +3c' 

© j 

[■ sen x dx 

^2— cos 1 x 

© j 

r dx 

^¡5-6x-9x 2 

© i 

í 


Rpta. ~ arcsen( jc 4 ) + e. 


1 e* -3 
Rpta. — arctg(—-—) + c 


Rpta. ln| tg.Y + 2 + *Jtg 2 x + 4tgjc + l 1+c 


Rpta. 2-\/1 + jc 2 —3\n\x + ^jx 2 +1 |+r 


Rpta. - arcsen(c * ) + c 


x + 2 

Rpta. arcsen(—-—) + c 


_ A' — 1 

Rpta. arcsen(—— ) + c 


Rpta. arcserKln.v 2 ) + c 


2e x -3 

Rpta. arcsen(—¡^^)+c 

VÍ7 


cos x 

Rpta. -arcscn( —l= -) + c 

V2 


« 1 .3 v +1 

Rpta. — arcscnf— t=-) + c 

3 V6 


« 1 3v-2 

Rpta. -arcsen (—-¡=—) + l 
3 V2 
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í 


cos x dx 


V~2-sen 2 x + 3senx 


Rpta. arcsen (2 sen x -3) + c 


dx 


^ V9x 2 - 6x + 2 


Rpta. — ln|3x—1 + -\/9 jc 2 — 6jc + 2 |+c 


í 


3 dx 


:-\/41n 2 .v + 9 


Rpta. — ln|21nx+-\/41n 2 y + 9|+c 


í 


3jc dx 


í 


jt 4 +6.y 2 +5 


Rpta. |ln|x 2 +3 + V* 4 +6 .v 2 +5| +c 




r/x 


+ px+q 


Rpta. ln| jc + y + -y/x 2 + px + q \ +c 



U00 


f e _* dx 

' -Jl + e* +t? 2í 


Rpta. ln | e ' + —+-V¡ + <?'" + ~e** | +t 


© j 


dx 


->/— 26 — 1 6at—2jc 2 


_ x 1 ,r+4 v 

Rpta. -j= arcsen(—=r-)+c 

V2 V 3 


© /rrí 




jr\/l + 41njt-ln 2 jc 


/í 7¡ : í ~ ,2 + ln.v 

Rpta. -Vl-41njc-ln - x -2arcsen(— j =—) + t 


■Js 


© /-H 

Vr— 


cos xdx 


sen" x + sen x +1 


Rpta. ln12sen.v +1 + 2-\/sen 2 .v + senx+11 +c 


© j-ri 


sec 2 xdx 


i/tg 2 x + tgx + 1 


Rpta. ln|2tgJc + l + 2-Jtg’ x + l + 2T/tg2x + tgx+l |+c 



105) 


3x + l 


f JXH 

x¡5x 2 +1 


i/x 


Rpta. -jrrln | v-y/s +‘Jsx* +11+—V5jc 2 +1 +c 
V5 5 
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© h= 


-x )dx 


V 4 .v 2 - 12 v + 7 


Rpta. — ln| 2 .v -3 + -\/4.v 2 - 12 .V +7 |—--\/ 4 .v 2 - 12 .v + 7 +í 
4 4 


© í 


4 dx 


cos x 4 1 - sen 2.v + 2 cos ~ v 


Rpta 


. 41n|(tg 2 v-1) + -Jtg 2 .v-2 lg.v + 3 |+r 


© f— 


cos 2 .v(tg 2 .v + 1 ) 


dx 


(sen v + cos.v) - 


í«) f líEiízffii* 

'-2 j y SCC JV + tg .V 


© í 


(8.v—3 )dx 


\/l2.v- 


4v 2 -5 




+ /r;r 


(íií) f ■ COSMrfA : 


+ sen _ (?v 


Rpta. 


1 


1 + tu v 


■ + t 


Rpta. ln | scc x + tg x | - In |sec x | + c 


Rpta. - 2 ^/l 2 v- 4 .v 2 -5 + ^arcsen(-- - --) + c 

2 2 


Rpta. — ln\bx + Ja^ +/> 2 v 2 | +t 
/1 


1 /—;-;— 

Rpta. — 1 n | sen er.v + Vcr" + sen ' t¡r.v | +t 


© F v 2 + 2 .V + 5 rfv Rpta. V-v 2 + 2 .v + 5 + 2 ln | .v +1 + a/v 2 + 2 .v + 5 j 


(n4^ J -\¡2-x - x 2 dx 


+t 


„ 2 v +1 r--T 9 2.v +1 

Rpta. - V2 -a- v'+ —arcsení-) + ( 

4 8 3 


© í'l v 2 + v dx 


Rpta. v/-\' 2 + v - ln 12.v +1 + 2i/v’ + v | +c 

4 8 


(nó) JVv 2 -2v2 tfv Rpta. — 2v + 2 +-^-lnj v-l+'s/v' -2v + 2 |+c 
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j 4 x^ 


2,v-3 dx 


Rpta. a/v 2 -2.v-3 — 2 1 n ]x —I +-\Zv 2 -2x- 3 j +r 


J V 6.v -1 


,v 2 rfv 


_ v-3 r 7 9 ,* - 3 

Rpta. —-—V6v-v~ + — arcscn(— - ■—) 4- c 


íxr 


dx 


í 


'y/x — 1 + *>/a' + 1 
dx 

^flxTí 


Rpta. j((.v + l) 2 (-V 1) 2 ) +1* 


Rpta. 2(-v/2v+l +-\/v)-2(arctgV2.v + l +arctg'\/v) + c- 


JV scn ' '( 


(sen .v + x cos x.ln x)dx 


Rpta. -x n ' + r 


í 


In3.v 
.VI n 5.v 


dx 


Rpta. ln—.ln|ln5.v| + ln.v+c- 


h 


dx 


e' +4 


Rpta. -^In 11 + 4e x | +c 


J 


dx 




x + l 


Rpta. —(^ + l) 2 — Ai'J'x + ])~ +c 
3 


h 


dx 


2 ' +3 


Rpta. -(.v—— ln(2' +3)) + r 
3 ln2 


J 


dx 


ln(2 r)-Jln x+^jl njr+V.. 


Rpta. -Jlnx +'J\r\x +. 


.+oo 


J 


x 5 dx 
v 3 -8 


r 3 O 

Rpta. —+jln|x 3 -8|+f 


í 


jr. r 


2e +e» 
3f T -4e 


dx 


Rpta. ln|V3í* 2,r -4V3-4í> 2t |+t- 
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[129 


dx 


f— 

J rr 




Rpta. 2arctg'\ [e*~-]+c 



130 


J 


e x Je x + 2 

e x +6 


dx 


Rpta. 2-\/e* +2 -4arctg(— 


+2 


) + c 


© fB 


Rpta. ^(c r -l) 3 ' 2 -2(c r +1) 1 ' 2 + c 



132 


í 


ln xdx 
x 3 (lnx-l) 3 


Rpta.-- 


1 


+ c 


2x“(lnx-l)' 



133 


r V7Mc aicter +ln((l+x 2 )^ V ,rZ )+V7-l , 

x/l + jc^e'+xV-* 2 -! 


arctg.r , 1 i„2/, , „2 


Rpta. c g v +—ln ~ (1 + jc ) + arcte.v + c 
4 



134) J senícr + bx)dx 


cos( (2 + bx ) 

Rpta.---- + c 


0 jsen^nx) 


rf-Y 


Rpta. -cos(lnx) + c 



13 ó) Jjc cos(2- x~ )dx 


Rpta. ——sen(2 — v") + c 



137) 


J sen s 


4jc cos 4x dv 


_, „ sen 4jc 

Rpta. -+ c 

24 


@ Jtg 3 (|)sec 2 (^)¿x 


„ 3 4 jc 

Rpta. -tg (—-) + c 
4 3 



139) 


sen x cos x d\ 


r sen; 

J / *> 


cos~ jc-sen' jc 


Rpta. — - j -v/cos2jc + c 
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© . 

J* cos(sen x + 2.v)(cos x + 2 )dx 

© . 

J" tg(sen x + 5) cos x dx 

© . 

f sec 2 (cos(ln jc)) sen ^ nx ) 

' X 

© . 

j* cos(sen .v) cos x dx 

© J 

f sen 4x 
’ Vx 

© J 


© J 

fctg(lnx)— 

1 X 

© J 

f tgVlnx '— 

' xVln x 

© J 

p dx 

cos 2 (1-4x) 

© J 

* cos* xdx 

1-senx 

© J 

■ dx 

1 + cos 1 Ox 

© J 

dx 

4 + 5cos 2 x 

© J 

* dx 

4 + 5sen 2 x 


Rpta. sen(sen x + 2x) + c 
Rpta. ln|sec(senx + 5)|+c 

Rpta. -tg(coslnx) + c 

Rpta. sen(senx) + c 
Rpta. - 2 cos -\fx + c 


Rpta. — ln|secV3x + l | +c 


Rpta. ln)sen(lnjc) |+c 


Rpta. 2ln |sec Vln.v | +c 


Rpta. te(l-4jc) + c 
4 


COS" X 

Rpta. scn.v- +c 


„ 1 . 
Rpta. —tg5x + c 
10 


1 ? tlíX 

Rpta. — arctg( " j ) + c 


1 Itejc 
Rpta. — arctg(— ^ —) + c 
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H 


1 + senx dx 


i 


1 + tgx 


dx 


sen 2x 
J Vl +cos 2x dx 


J^ 


cos 2x dx 


F 


1 + cos 8x dx 


J^ 


cos 8jc dx 


J sen -s/cosx-^/tg x.sen.x dx 


J 


cos6x + 6cos4x+15cosx+10 
cos 5x+5 cos 3x +10 cos x 


dx 


Jjc 2 cosh(x 3 +3 )dx 
dx 


í 


senhx.cosh' x 


\s’ 


2 ' cosh x dx 




senh xdx 


J senh 3 x. cosh 2 x dx 


Rpta. - 2^1 -senx + c 


1 tg X 

Rpta. — ln | cos ec:2x-ctg 2x| + 


Rpta. -\/2sen x + c 


Rpta. --s/2 cosx + f 


O a/2 , 

Rpta. —- scn 4x + c 


O * a/2 . 

Rpta.-cos4x + c 

4 


Rpta. 2cos-\/cosx +c 


Rpta. 2senx + c 


„ senh(x J +3) 
Rpta. ---— + c 


Rpta. ln | tgh —1 + —-— + c 
2 cosh x 


c 3a e r 

Rpta. -+ — + c 

6 2 


„ e x 

Rpta.-+c 

4 2 


. cosh 5 x cosh 3 x 

Rpta. —-+ c 


+ c 
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X 

[—(ln e +ln ,v.ln<? x )dx 

J X 


í 


x 2n +x 4 e sen3 ' T cos3x + x 3 


dx 


J 


(1-x)^ 


dx 


J x^4 + x 2 


dx 


j-Jlcw-x 2 


dx 


© J 

r (x 2 +2x)dx 

1 V* 3 +3x 2 +1 

© 1 

r jc dx 

1 

© j 

[" 6x.e x dx 

© j 

r2c 2 '-c'-3 

1 e 2x -2e x —3 

© J 

r (6 - 2 x)dx 

^8-4jc-4jc 2 

© J 

r x 3 +3jc . 

2 , dX 

X +1 

© J 

r (2jc + 5)í¿c 
jc 2 +2x + 5 


Rpta. e* lnx + f 


senlx 


Rpta. -—x 7 3 + --+ lnjc + c 

7 3 


„ 111 
Rpta. - + - +c 

ix X X 


Rpta. -j(4 + x 2 ) 3 2 + c 


_ A a x-a x-a fZ T 

Rpta. — arcsen-+- ^]2ax-x~ +i 

2 a 2a 


Rpta. 1(jc 3 +3jc 2 +1) 2/3 +c 


1 x 2 

Rpta. — arcsen(-^-) + c 


Rpta. -3c T +c 


Rpta. x + ln(c r — 3) + c 


„ 4 V8-4x-4jc 2 7 2jc + 1 

Rpta. -+—arcsen- 

2 2 6 


Rpta. - — + ln(.t 2 +l) + c 


^ . i 2 ^ 3 JC + 1 

Rpta. ln | .v + 2jc + 5 1 + — arctg-+ c 


2 
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© 

f (\' + 3 )c/v 

© 

j* scn s .vcos v dx 

© 

f dx 

■> 5x 2 — 2ÓJC + 23 

© 

(• dx 

J x 2 — 2 v + 4 

(D 

f dx 

V-5-12.y-3x 

© 

f rfv 

VvV 4 / — V 

© 

(■ X c¿x 

J 5 + v 4 

© 

í ^ 

> 2.v" + v +1 

© 

f 

•' 6x -12-4v~ 

® 

r 

J ¡2 i 1 I 

^ja -h v 

(D 

/V7 c/v 

© 

f dx 

J v In v 


Rpta. a/v 1 + 2 \ + 2 In | v +1 + Vv 2 +2.v | 


+í 


„ _ scn 6 x 
Rpta. -- + c 


„ 1 V5( v-2) 

Rpta. —=-arciu- 7 =— + c 

Vl 5 “ V 3 


„ I v-1 

Rpta. -T=arctg(—p-) + c 

■v3 V3 


1 ¡— v + 2 

Rpta. —= arcsen V3(—^-)+c 

-Jí -Ji 


V7 

Rpta. 2arcsen(-y) + c 


„ 1 V 

Rpta. —prarctu;— j= + c 


2a/5 “ S 


„ 2 4x +1 

Rpta. -=arcie— t=~ + c 
V7 - V7 


„ 1 , ,x 3-^39, 

Rpta.-p^lnl-| +c 

2y]¥) V-3 + V39 


„ 1 /U' 

Rpta. — arcscn— +r 
b a 


Rpta. 2c‘ 2 +c 


Rpta. In(ln.x) + c 
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® J 

Fv* 

@ J 

r x 1 n(l + A' 2 )dx 

> l+.v 2 

© J 

f d\ 

' yfx(\+\fx) 

® J 

r (2 ln x + \)d\ 

v[ln 2 A +ln.v] 

© J 

p x dx 

1 (2-7v) 3,2 

® J 

p -\/2.v — 3 dx 

(2.V-3) 1 3 +1 


r» ln~ A 
Rpta. -+ c 


Rpta. ^[ln(l+ v 2 )] 2 +r 


Rpta. 21n(l + -/v) + <- 


Rpta. ln(ln" v + ln v) + c 


„ 2 4-7x 

Rpta. —( . ) + t 

49 -JT-Tx 


Rpta 


(2v-3) 7 6 (2.V-3) 5 6 V2v-3 -r 6 /r-r, 

2[-+-v2.v-3 + arctgv2.v-3] + r 


© 

JW-v + I dx 

Rpta. 1 

© 

J X\j2-5x dx 

Rpta. - 
1 

® 

( dx 

■* \¡X + l -\fx 

Rpta. | 

® 

J x 2 \j\ + x dx 

? 

Rpta. — (1 + .v ) 

(jño) 

j X\¡ 4+x dx 

2 

Rpta. - 


1 + B - : 

v 3* 2 . 3/ 2 n . 


,3/2 




v 3/ 2 
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201 


r x 5 dx 


Rpta. -[ <9 + X } -—(9 + x 2 ) 5/3 + — (9 + j: 2 ) 2,3 ] + t‘ 

2 8 5 2 



202 ) 


/ 


dx 


(l+VÍ+7) 


1/2 


Rpta. -(\+^¡\ + ^) v2 (^f\+^-2)+c 


(M3) jA' 2 (x+3) n í/v 


(a + 3) 14 6(a + 3) 13 . 3(a + 3) 12 

Rpta.- : -+-+ í 


14 


13 


L204J 



2(e r + 2)Vf 2<r -4 


Rpta. — ln(í? r + 2)- -Je 2x -4 + c 



[205) 

J x 2 -5x + 6 


Rpta. A + 31n ——- + c 
x-2 



206) 


í 


a 2 -3a-8 
a 2 -2a + 1 


dx 


„ 10 

Rpta. a +-ln|A-l|+c 

A — 1 



207) 


J 


A 2 +1 

(* + 2) 2 


dx 


Rpta. A-41n|A + 2]-+ c 

a + 2 


© /^ 


(4a + 5)í/a 


a 2 +2a + 2 


Rpta. 2 In | a 2 + 2. + 21 + arctg(v +1) + c 



209) 


(3a-5)í/a 


f Wx-5 
J *■“ -X»- 


a~ -8a + 42 


Rpta. — In | v 2 - 8a + 421 + Z_ arctg(^=^) + c 
2 V26 -\/ 26 


5a + 3 




A" +4a + 4 


Rpta. 5 ln | a + 21 +-1- c 

v+2 


@ / 


(a" + 1 )dx 
(a 3 +3a-7) : 


Rpta. 


1 


3(a 3 + 3a - 7) 


+ c 
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© Jt 


(jt 2 +l)ln(x 2 + \) + 2xe* arctg.t ln(x 2 +1) . 

- -+ —_-e }dx 

X"+l Jt"+1 


Rpta. e* ln(jt 2 + 1) arctgx + c 

r r (l + v 2 )cosjt + (l + jt + jt 2 )senx %1J n 4 , f. 7 

213/ I [---- —— - - - e ]dx Rpta. eVl + r senx + t 


© í 




2171 


VT+r 

(jt + l)(x 2 +l)ln(r 2 +l) + 2jt 2 
A' 2 +1 


e x dx 


Rpta. xe' 1 n(l + x 2 ) + í 


® r r 2(jt 2 + x+ l) + (2x 2 +6 a 2 +5:r + 2)lnjt r , _ r T , . 

[—- .-■ ■ ■■■■=■ =--- e x dx Rpta. xVl + x + x~e x ln x + c 

J 2VJt 2 +Jt + l 


216/ Suponga que f(x) es una función “suficientementc derivable” simplifique la «'xpresión 


dada: 


a) ~ f (x' +~ f xY (x)dx+ f”(x))dx 
dx J dx J 

Rpta. x'(\+ f(x))+ r(x) 

b) J (xf(x)Ydx 

Rpta. x f(x) 

c) J (4/"(x) + 5f'(x))dx 

Rpta. 4f'(x) + 5f(x) 

d) J ((xf(x)Y'+xf'(x) + f(x))dx 

Rpta. f(x)+x(f(x)+ f'(x)) 

e) j(xf'(x) + f(x))dx 

Rpta. x f(x) 


J 


sen xe 


tg 2 jt 


cos x 


dx 


Rpta. ~^ lg A + c 


f4arctg 2 x+2x 2 +1 + 5 a + 2 . 

2,w J- ü7 2 -* 



4 i 5 ■) 

Rpta. 2jt + — arctg x + — ln|x"+l|+c 
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( 219 ) J \(v : +lh/4 -2i 2 -v 4 r/v 


Rpta. (4-2v 2 -r 4 ) 2 +c 
16 



22 <)J J (\ 4v + 4 )'dx 


3 


11 


Rpta. — lv —2) 3 +r 
II 


© íHf 


1 

Rpta. —2(1+—)-+t- 
3.v 



222 ) 


f v ’ + 2 a 
J Vr^ + lv 2 


í/A 


Rpta. — Vt 3 +3a 2 + 1 


+ < 



223/ 


J sen v.sen(cos v)r/,v 


© J scc x. tg v. cos(sec ,v )dx 


Rpta. cos (cos x) + c 


Rpta. sen (sec x) + c 


225) 

VI ~ v 4 



Rpta. arcscn.v + ln | .v + Vl + * 2 | +r 


226) 



47~- 


Rpta. 1 n | Y + V' v - j- 1 +( 


-v + V-v 2 +1 


227) ^ ’ 42 rfv 



Rpta. ln|v|-í— + c 

4jv 4 



228) 


í 


(v + 4 )dx 


(A'- +8.V) 4 


Rpta. 


■ + t- 


5(.v +8.v) 


rl4 



229 


í — 


v + 3 


dx 


+ 2.v 


Rpta. -Jx 2 +2.v + 21 n | ,v +1 + Vv 2 +2.v | +r 



1230) f ■ 2 - Y + 5 dx 
J v- +2.V + 5 


Rpta. ln|x 2 + 2jv + 5| + yarctg A ^ +t 
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(6-2.v)ó/jr 
'sjX-Ax - 4.v 2 


Rpta. —-</^-4v-4i" + — 


2 v +1 

^ arcsent—-—) + t 



Rpta. v + ln 1 1 »* - 31 +f 





í 


v 1 + 3v 
v- +1 


d\ 


Rpta. —^—i- ln | v i-l|+c 


r >/— v 2 +1 — \ +1 . 


Rpta. y —v 2 +1 + -J=ln|-\/2.v + '\/2.v 2 +1 | 




í 


v 1 + xV“ 1 ' cos3.v+ v ' 


j»en 1» 


3 T 


dx Rpta. lnv +-— v 3 +t 

3 7 


1.5.8. ECUACIONES DIFERENCIALES MÜY SENCILLAS.- 


Una ecuacion que contienc una función y sus derivadas. o solo sus derivadas, se llama 
“Ecuación Diferencial” usaremos la técnica de antidcrivada para resolver una 
ecuacíon diferencial de la forma: 



(I) 


donde la vanablc dependiente “v” no aparece en cl lado derccho. 


La solucion de la ecuacion difercncial (1) consisie siinplemente en encontrar una 
funcion y(x) que satisfaga la ecuación (I), luego la solución general de la ccuacion 
(1) es la integral indelinida. 


tUv) = J/(jrW.v + t 


... (2) 


Ejcmplo.- 


Enconirar la solución general de la ccuación diferencial 

Solución 
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La solución general de Ia ecuación diferencial dada es: y(x) = j Ixclx + c = x 2 + c 

NOTA.- Una ecuación diferencial de la forma de la ecuación (I) puede aparecer 
junto con una condición inicial de la forma y{x 0 )=y Q y con estas 

condiciones conociendo Ia solución general (2) se obtiene la solución particular de la 
ecuación (1), por lo tanto la combinación. 



de una ecuación diferencial con una condición inicíal es llamado un “Problema con 
condición inicial”. 

íly 

Ejemplo,- Resolver la ecuación diferencial — = 2x +1, y(0) = 3 

dx 

Solución 

La solución general es: y{x) = \(2x + l)dx + c = x 2 +x + c como y(0) 

cuando x = 0, y = 3, que al reemplazar en la solución general se tiene: 
entonces c = 3, por lotanto lasolución particulares y = x 2 + x +3 

OBSERVACION.- E1 método indicado para resolver una ecuación diferencial 

puede escribirse como integrar ambos lados de una ecuación 
diferencial con respecto a x. 

(~)dx = í (2x + \)dx => y(x) = x 2 + x + c 
dx J 

También las ecuaciones diferenciales sencillas aparecen en la forma: 

"MiMi ..( 4 ) 


= 3 es decir: 
3 = 0+ 0 + c 


La ecuación diferencial (4) se uuede expresar con diferenciales en la forma: 
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h{y)dy=vg{x)dx 


asi las variables están separadas, por lo que se dice que estas ecuaciones son 
“Ecuaciones Diferenciales Separables” y la solución general se obtiene por 
integración directa. 

J My)dy ~ J glx)dx+c 


Ejemplo.- Hallar la solución general de la ecuación diferencial. — 

dx 


Solucién 


x -Jx* - 3 
.V 


La ecuación diferencial — 

dx 


x 2 4x* -3 
1 

r 


se escribe con diferenciales 


y 2 dy = j r^fx* - 3dx, quedando las variables separadas 


ahora integrando ambos miembros para obtener la solución 

3 3 

J> 2 í/> = J x 2 4x* -3 dx + c => ~ =— (x 3 - 3) 2 + c 

3 

3> 2 = 2(x 3 - 3) 2 +9 c que es la solución general. 

OBSERVACION,- Las ecuaciones diferenciales tienen muchas aplicaciones en 

diversos campos, así por ejemplo se aplica al movimiento 
rectilíneo en Fisica. en Quimica. Biología, fsicología, Sociología, Administración, 
Economia, etc.. en esta sección trataremos solamente del movimiento rectilíneo, 
aceleración constante y movimiento vertical con aceleración gravitacional constante. 

1.5.9. MOVIMIENTO RECTILJNEO.- 


Las antiderivadas nos permite, en muchos casos importantes, analizar el movimiento 
de una particula (o masa puntual) en términos de Ias fiierzas que actúan sobre esta. Si 
la particula se mueve con movimiento rectilíneo. a lo largo de una línea recta (eje X). 
bajo Ia influencia de una fiierza dada, entonces el movimiento de la particula queda 
descrito por su “fimción de posición” x(t) que da su coordenada x en el tiempo t. 
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_ m _ 

0 

- - p 


x(t) 

posición en el 
instanie x 


X 


La función de posición X(t) de una partícula que se mueve a lo largo del eje X. 

La “velocidad” de la partícula v(t) es la derivada, con respecto al tiempo de su función 
de posición. 



0 


x(0) = x f 


I-X 

t = o 

velocidad x'(0) = v 0 


Su aceleración a(t) es la derivada de su velocidad con respecto del tiempo. 


tf* dv d 1 x 




En una situación típica, se tiene la siguiente información: 
a(t): la aceleración de la partícula 


x(0)=x o 


Su posición inicial. 


v(0) = v 0 Su velocidad inicial. 

Para determinar la íunción de posición de la particula x(t). 
Primeramente resolveremos el problema con condición inicial. 



•• («) 


correspondiente a la función velocidad v(t). 
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Conociendo v(t) se puede resolver el problema con condición inicial. 



... (P) 


para la función de posición x(t) de la partícula. 


1.5.10. ACELER4CCION CONSTANTE.- 


La solución de los problemas con condiciones iniciales en la s ecuaciones (a) y (P) es 
más sencillo cuando la aceleración “a” es constante y se parte de: 


dv 

— — a (a es una constante) 
dt 


dedonde v(/) = J adt + c^ =at + c x => 


+ í'j. 


paracalcular c x setiene v(0) = v o obteniendo v(/) -at + v 0 

como x'(t) = v(/) una segunda antiderivada se tiene: 


jc(/) = J v(t)dt + c 2 =j(at + v 0 )dt + c 2 => 

X{t) 

aP 

- 2 v 0 / + % 


para jc(0) = jc 0 entonces c 2 =x 0 
Lueeo 



... ( 1 ) 

...( 2 ) 


... (3) 


... (4) 


NOTA.- Las ecuaciones (3) y (4) solamente son validas en los casos en que ía 
aceleración “a” es constante no se aplica cuando la aceleración varia. 

Ejemplo.- Las marcas de derrape de unos neumáticos indican que se han aplicado 
los frenos durante una distancia de 160 pies antes de detenerse él 
automóvil. Supongamos que el automóvil en cuestión tiene una desaceleración 
constante de 20 pies/seg 2 bajo las condiciones del derrape. ¿A que velocidad viajaba 
el auto cuando se comenzó a frenar? 
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Solución 

Consideremos al eje X orientado positivamente en la dirección del movimiento del 
auto, elegimos el orden de modo que = 0 cuando t = 0. 




0 

desaceleración constante: a = -20 

inicio 

x = 160 


t = 0 v = 0 

x = 0 


v = v 0 

En este sistema coordenado, la velocidad del auto v(t) es una función decreciente del 
tiempo t (en segundos), de modo que su aceleración es a - -20 pies / seg yno 
a = + 20, por lo tanto comenzamos con la ecuación de aceleración constante. 

dv c 

— = -20, integrando se titme v(t ) = J - 20 dt + c x = -20/ + c x 

aunque la velocidad inicial no se conoce, los datos iniciales t = 0, v = v 0 implican 
que c x = v 0 , luego la velocidad del automóvil es: v(/) = -20/ + v 0 


como x (/) = J v(t)dt + c 2 = J (-20/ + v () )dt + c 2 


x(t) - -10/ 2 +v 0 * + <;: 2 


al sustituir los datos iniciales t = 0, x = 0 obtenemos c 2 = 0 por lo tanto, la función 


del automóvil es: 


*(/> = -IO / 2 + v 0 / 


E1 hecho de que las marcas del derrape tenga una longitud de 160 pies nos dice que 
x = 160 cuando el auto se detiene, es decir: x = 160 si v = 0 al sustituir estos valores 
en la ecuación de la velocidad y de posición se liene: 


- 20/ + v 0 = 0 

— 1 0/ 2 + v 0 / = 160 


...d) 

...( 2 ) 


de la ecuación (1) v 0 = 20/ sustituyendo en (2) 
—! 0/ 2 +20/ 2 — 160 => / 2 =16 => t = 4 
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v 0 = 20(4) = 80 piesi seg 

Luego cuando t = 4 seg. el auto se detiene, quíere decir que a velocidad del auto era 
v 0 = 20/ = 20(4) = 80 pies/seg 


1.5.11. MOVIMIENTO VEKTICAE CÓN ACEEERACION GRAVITACIONAL 
CONSTANTE.> _ ■■ ■ . __ 


Una dc las aplicaciones de las ecuaciones de la velocidad y la aceleración esta 
seleccionada con el movimiento vertical cerca de la superficie de la lierra una 
partícula con este movímiento esta sujeta a una aceleración “a” hacia abajo, que casi 
es constante si soio sé utilizar distancias verticales pequeñas. La magnitud de esta 

constante se denota con g, aproximadamente igual a 32 pies/seg 2 o 9.8 m/seg 2 . 

Si se desprecia la resistencia del aire, podemos suponer que esta aceleración debida a 
la gravedad es la única influencia extema sobre la partícula en movimiento, como aqui 
trabajamos con el movimiento vertícal, es natural elegir el eje Y como el sistema de 
coordenadas para la posición de la particula. Si elegimos la dirección hacia arriba 
como la dirección positiva, entonces el efecto de la gravedad sobre ía particula 

consiste en disminuir su altura, y también disminuye su velocidad v = —, entonces la 

dt 

aceleración de la partícula es: a=— = -32 pies/seg 2 

dt 

v(t) = jadt + c = j - 32dt + c = -32t + c = -32t + v„ ... (1) 

y(t) = J v(t)dt + k = J(-32/ + v 0 )dt + k = -16/ 2 + v 0 / + k , para t = 0, y(0) = y 0 

> o =0 + /: =? k = y f) porlotanto >’(/) = -16/ 2 + v H / + y 0 ... (2) 

Aquí y 0 es la altura inicial de la partícula en pies, v 0 es la velocidad inicial en 
pies/seg. y t el tiempo en segundos. 
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Ejemplo.- Suponga que se dispara una flecha en sentido vertical mediante una 
poderosa ballesta, desde el piso. y que vuelve a tocar el suelo 48 
segundos después. Si podemos despreciar la resistencia del aire. Determinar la 
velocidad inicial de la flecha y la altura máxima que alcanza. 

Soluclón 


Ubiquemos el sistema de coordenadas en el presente figura donde el nivel del suelo 
correspondiente a y = 0, la flecha se lanza en el instante t = 0 (en segundos) y con la 
dirección posiliva hacia arriba. Las unidades en el eje Y están en pies. 


Y 

valores positivos 
-i hacia arriba 

a(t) = -g 


t = 0 suelo 

y (0) = y D = o 

v(0) = v 0 


Se tiene que cuando t = 48 seg., y = 0 y no 
tenemos la información sobre la velocidad imcial 
v 0 pero se puede usar las ecuaciones (1) y (2) que 


son 


v(t)-32t + v n 

y(t ) = -16/ 2 'v 0 / + > 0 = -16/ 2 + v () / 


Cuando t = 48 seg. se tiene y = 0 de donde 


0 = -16(48) 2 + 48v„ => v 0 = 16(48) = 768 pies/seg 


para dcterminar la altura máxima de la flecha, maximemos y(t) calculando el valor de 
t para lo cual Ia derivada se anula, es decir, la flecha alcanza su ahura máxima cuando 

su velocidad se anula -32/ + v„ = 0 de dondc / = — = 24 en este instante, la flecha 

32 

ha alcanzado su altura máxima de y mm = y(24) = -16(24) 2 + 768(24) = 9216 pies . 

Ejemplo.- Se lanza una pelota verlicalmente hacia aniba desde el techo de una 
casa de 65 pies de altura y la velocidad inicial es 48 pics / seg. ¿Cuánto 
ticmpo tardará la pelota en llegar al suelo y con que velocidad llegará? 


Soiución 
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B 

/ \ 

/ N 

/ V 

/ \ 



V A =48 pieslseg 


t 

y(D 

V 

0 

64 

48 


•) 

a = —32 / 7 /f.v / Aeg' 


se sabe que v(/) = J a dt = J - 32 d/ + r 

v(t) = -32t + c como para t = 0, v(0) = 48 
48 = 0 + c entonces c = 48 


Lueeo 


v(t> = -32t + 48 


...O) 


Además y(t) = J v{t)dt + k => >•(/) = J(-32/ + 48)rf/+ A' 
>(/) = — 16/ 2 + 48/ + A' como t = 0. y(0) = 64 


64 = 0 + 0 + k entonces k = 64 


Luego 


) = -Í6/ 2 +48/ + 64 


( 2 ) 


Calculando el tiempo transcurrido / AC que demora en llegar la pelota al suelo y esto 
ocurrecuando y=0 dedonde — 16/ 2 + 48/ + 64 = 0 => / 2 — 3/—4 = 0 


(t — 4)(t + 1) = 0 => t = 4, t = -1 por lo tanto el tiempo que tomara en llegar al suelo 
es t AC =4 seg 


1-5.12, EJEHCICIOS DESAimOLLAPQS,- 



dy 3 

Resuelva la ecuación diferencial — = (jc - 2) donde y(2) = 1. 

dx 


Soiución 


La solución general de la ecuación diferencial dada es: 
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y(x) = f(x — 2)*dx + k = ———— + k como y( 2 ) = 1 

J 4 


y(2) = 1 = 


(2-2 y 


+ k de donde k = 1 por lo tanto la solución es y = 


(*- 2) 3 


+ 1 


© Hallar la solución general de la ecuación diferencial x.-Jl + y 2 + y.V1 + x 2 — = 0 

dx 


Solución 


A la ecuación diferencial expresamos con diferenciales 


x.^/l + y 2 dx + yrfl + x 2 dy = 0 separando las variables 
xdx vdv r x , c ydy 

inlegrand0 lT77 dx+ Sj77 


-k 


de donde -\/l + x 2 + -Jl + y 2 = A' 

© Hallar la solución general de la ecuación diferencial (4x + xv 2 )dx + (y + x 2 y)rfy = 0 

Solución 

A la ecuación diferencial expresamos en la forma: 

x.(4 + y 2 )dx + r.(l + x 2 )rfy = 0, separando las variables 

xdx vdv „ 

— + ——'— = 0, mtegrando 


<i > A > 

I + x~ 4 + y 


f + f- ^ V - = InA' dedonde — In(l +x 2 ) + — In(4 + >- 2 ) = lnA' 
J 1 + x 2 J 4 + y 2 2 2 


ln-Jl + x 2 .-^4 + y 2 = lnA' de donde + x 2 -Jl + y 2 = /r 





























62 


Eduardo Espinoza Ramos 


Hallar la solución general de la ecuación diferencial xdy + -Jl + y 2 dx = 0 


Solución 


x dy + sj\ + y 2 dx = 0 , separando las variables 

. = + — = 0 , integrando ambos miembros 

x 

f | = + [— = k dedonde ln| v + Jl + »- 2 | +1nr — liu 

¡ J77 ¡ * ' v ' 

\nx.(y + + y’ ) = ln¿ porlotanio x.(v + -Jl + y ? ) = c 

© Hallar la solución particular de la ecuación diferencial sen 2x dx + cos 3y dy = 0, 

yÍ 2 ) = l 


Solución 


sen 2 x dx + cos 3y dy = 0 , integrando ambos miembros 


J* sen 2x dx + J cos 3 y dy = k de donde - 


cos 2 x sen3y 

-+- — = k 

2 3 


.71. 71 _ 71 7T 

como y(y) = — esdecir para x = —, y-~ 


COS 7 T sen/r 
-+-= k 


— + 0 = A' => A*=- 
2 2 


cos 2 x sen3v 1 . , , - , - ~ - 

-+-— = — de donde 2 sen 3y—3 cos 2x = 3 

2 3 2 


© La pendiente de al recta tangente en cualquier punto (x,y) de esta curva es 3+/x , si el 
punto (9,4) esta en la curva, encontrar una ecuación de la curva. 
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Solucíón 


dv j — 

Por la condición del problema: mL, =— = 3^1 x de donde 

dx 


dy = 3-s/jr dx integrando J dy - J 3^¡x dx+c 


y = 2x 2 +c como ia curva pasa por (9,4) entonces 


© 


4 = 29 2 +c => 4 = 54+c => c = -50 


y = 2x^[x -50 


La pendiente de una curva en cualquier punto (x,y) de ella es igual a cos x. Encontrar 


,n 


una ecuación de la curva sí esta pasa por el punto (— ,2) 


Solución 


dy 


De la condición del problema se tiene: mL, = — = cos x 

dx 

De donde dy = cos x dx, integrando J dy = J cos x dx + k 


,n 


y = sen x + k, como la curva pasa por el punto (y ,2) entonces 


2 = sen — + k 
2 


2 = I + k de donde k = 1 


y = sen x + 1 


© En cada punto de uha curva cuya ecuación es y = f(x); Dj¡y = 6x - 2 , y en el punto 
(1,2) la pendiente de la curva es 8. Halle una ecuación de la curva. 


Solución 


D x y = J D x ydx+k = J(6x-2 )dx+k =3x 2 -2 x + k 


mL, = D x y | ( , 2) = 8 entonces 3-2 + 4 = 8 => k = 7 
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y = J D t y dx + c = J(3.v 2 - 2x +1 )dx + c 


y = x 3 - v 2 + 7x+c , como la curva pasa por el punto (1,2) se tiene: 


1 — 1 — 1 + 7 + 6 =>■ c —6 


v’ = v s -v 7 +7v-6 


CÍ) Una particula se mueve en línea recta, x(t) es la distancia dirigida por la partícula 
desde el origen en t seg. V(t) es la velocidad de la partícula en t segundos, a(t) es la 
aceleración de la particula en t segundos. 

a) a(t) = 5 — 2t, V(2) y x = 0 cuando t = 0 expresar V(t), x(t) en términos de t. 

Solución 

dv 

a{1) = — = 5-2/ => dv = (5 — 2t) dt, integrando 
dt 

V(/) = 5/-t 2 + c para V = 2 cuando t = 0 => c = 2 


por lo tanto 


F(/) = 5/-/ 3 +2 


dx 

V(t) = — = 5t-t 2 +2 dedonde dx = (5t-t 2 +2)dt 
dt 


j dx = j (5/— t 2 +2)dt + k => x(t) --+ 2 t+k comox = 0 cuando t = 0 


2 3 


0 = 0 — 0 + 0 + k entonces k = 0 


5/ 2 / 3 

-“ + 2;í 

2 3 


, 7 

b) a(t) = 3/-/“, V = — y X = 1 cuando t = 1 expresar X y V en términos de t. 

6 

Solución 


a(t) =—- = 3/ — / 2 dedonde dV = (3t-t 2 )dt 
dt 
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J dV = J(3/ -r )dl + c => v(/) = 


3 r / 3 

- —- \- 

2 3 


. f/ 7 .7 3 1 

como t = 1. V se tienc — =-+ c =>c = 0 

6 6 2 3 



v dx 3/ 2 / 3 . . , 3/ 2 / 3 vJ 

!- (/)= — =-de dondc rfx = (- )í// 

dt 2 3 2 3 




/ 3 / 4 

A'f / ) = - — + k 

2 12 


1 1 7 

como X( 1) = 1 entonces 1=-f-A => k = — 

2 12 12 


, . / / 4 7 

v(/)=-+— 

2 12 12 


© La velocidad de una particula que sc desplaza a lo largo de una recta en el instante es 
v(/) = /-\/l + / 2 . Determinar la distancia recorrida por la particula desde el instante 
/, =-78 hastael instante / 2 =724 


Solución 


Sea X(t) la posición de la paríicula en el instante t entonces X'(t) = v(t) = /.7l + r 
La distancia recorrida desde el instante /, hasta el instante / 2 es: 


X(/ 2 ) -A (/,) = A(724) - A'(78) 
como A"(/)=v(/) => A'(/) = Jv(/)/í/+c 


0) 
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A (>/24) = -(1 + 24) 2 +í = 

3 3 


125 


+ r ; X(>/8) = —(1 + 8) 2 +£• = — + £• 

3 3 



/— /— 125 27 98 

como ,V(^/24) - A'(V8) = (—-+£*)-(—- + £) = 

3 3 3 

Si el conduclor de un aulomóvil desea aumenlar su rapide/ de 20 mi/h a 50 mi/h 
mieniras corre mia disiancia de 528 pies ¿Cuál es la aceleración constante que debe 
mantcner? 

Solucion 


mi 528 88 . 

y ¿ =20 —.-= — nie.s / sev 

h 3600 3 


528 pies 


(/ n,i 528 220 . , 

V D =50 —.-=- pies / seg 

h 3600 3 


se conoce que 1 milla = 5280 pies 


además V(/) = jad/+t de donde V(t) = at + c 


, r, „ 88 88 n 

cuando t = 0, V = — => — = 0+c 
3 3 


=> £ = 


88 



..( 1 ) 


además x(t) = J V(/)dt + k , reemplazando x(t ) = J (at + —-)dt + k = -+ -— + k 


at 88/ 


cuando t = 0, x = 0 => 0 = 0 + 0 + k => k = 0 entonces 


üt' 88 / 


-+ 


2 3 


... ( 2 ) 


220 

ahora encontramos la acelcración cuando V =-. t = ? 

3 


x = 528, recmplazando estos valores en (1) y (2) 
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220 88 132 

- - a (+— => / =- 

3 3 3 a 


528='(“>)+“<I“, 
2 3o 3 3cr 


9a(528) = 20328 


20328 77 . , 

a =- => a = — pies/seg~ 

9(528) 18 


Si se aplica los frenos de un carro viajando a 50 mí/h y si los frcnos pueden dar al 
carro una aceleración negativa constanle de 20 pies / seg 1 . ¿Cuánlo tardará el coche 
cn detenerse? ¿Qué distancia recoiTerá antes de parar? 


Vi 


Solución 


V, 


B 


V a =50— = 


nü 220 pies 


h 3 seg 


además V(i) = j -20dti-c=-20t + c 


V fí =? 


a = —20 pies / seg 2 


220 220 

cuando t = 0. V = - dedonde -= 0 + c 


c = 


220 


rr: 


j -20/ + 


...d) 


r * ) 2u 

además jc(/ ) - j T(0 dl+k = j (-20/ f + £ 


7 2 7 

x(t) = -10/“ — / , juando t = ¡... ' = 0 


0 = -0 + 0 + k Je dvirde k = ü entonctí x(t) = -10/ + 


220 / 


3 


... ( 2 ) 
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parahallarel tiempoque necesita para detenerse el carroes cuando V(t) = 0. t = ? cn 

220 11 

la ecuacion (1)0 = -20/ +- entonces t = — seg 


Luego la distancia recorrida es cuando / = seg en (2): 


11 in ll 7 220 11 1210 . 

v(—) = -10(—) -+—-(—)= —- pies 
j j j j j 


Una piedra se lanza verticalmente hacia arnba dcsdc el suelo, con una velocidad 
inicial de 20 pies/scg. ¿Cuánto tiempo le tomará Ilegar al suelo y con qué velocidad 
llegará? ¿Durante cuanto tiempo está subiendo la piedra y que tan alto llegará? 

C Solución 


◄ 

I 


B 


V A = 20 pies/seg T ÁC = ? 

T aB =? a = -32 pies/ seg. 

V F =? porqueseoponeelmovimíento 


dV 


como a =^— = -32 -> V(t)=[~3dt+c 
dt J 


V(t) = -32t + c para V = 20 pies/seg. cuando t = 0. x = 0 
20 = -0 + c c = 20 luego V(t) = -32t + 20 

V(t) = ^- = -32/ + 20 => dx = (-32t + 20)dt mtegrando 

J dx = J (-32/ + 20 )dt + k x(t) = -16/ 2 + 20/ + k 

x = 0 cuando t=0 => 0 = -0 + 0 + k => k = 0 
Luego se tiene x(t) = -16/ 2 + 20/ 
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T ab es el tiempo que demora en llegar al suelo, para esto x = 0 => — 16/ 2 -f- 20/ = 0 

t = 0, / = —, el tiempo que demora en caer es —seg y la velocidad con que lleea 
4 4 


5 pies 

al suelo es V = —32(—) + 20 = -20 —— , por lo tanto V = 20pies/seg es la velocidad 

4 seg 

con que llega al suelo; el tiempo que demora en subir es — es decir —seg 

2 8 


1.5,13. ROCIOS V PROBLEMAS PROPCESTOS,- 


® Hallar la solución general de la ecuacion diferencial. 


a) 


dy = X 2 

dx y(l + .v 3 ) 


Rpta. 3y 2 — 21n(l + x 1 ) = c 


3 dy 2 . 2 


b) ->/l + x" — = jc ‘y+x 

dx 


Rpta. 2-s/l + jc 3 = 3 ln(y + 1) + c 


v dy , 2 2 

c) — = 1 + v + y + xy 

dx 


Rpta. arctg y-x —— =c 


d) 


dy _ e x +x 


dx 


v + e - 


Rpta. j 2 -jt 2 + 2(e v -e A ) = e 


e) (x-,v“jc)rfx+ (y-x 2 vtd, =0 


Rpta. (jc 2 - l)(y 2 -1) = k 


f) (x + x-J y )dy + }\fyax ~ s> 


Rpta. — i= + \nxy = c 


g) e v (l + jt )í( 7.v(l + e kfjr = 0 Rp a. l + e y =c(i+x 2 ) 


h) (e + 1) x dr ' e- ^sttr+\)dy ~ 0 Rpta. (stn jt + l)(e +\)=k 
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Hallar la solución particular de la ecuación diferencial con las condiciones iniciales. 


a) 

d\’ 3 2 „ 3v 4 2 9 

— = +— , y(l ) = 1 Rpta. y = - +~ 

dx jc“ 4 x 4 

b) 

— =-J=, y(2) = -l Rpta. v = 2-fx+2-5 

dx ‘yj X 4* 2 

c) 

V 2 — -x 2 =0, y(-2) = -2 Rpta. y=x 

dx 

d) 

(4v + jc>- 2 )í¿c + (>■ + jc 2 y)dy = 0, y( 1 )=2 Rpta. (l4jr 2 )(l + > ,2 ) = 16 

e) 

— = — ^, y(3) = 1 Rpta. x 3 — 3jc — 3>’ — 3ln | >• |= 21 

dx y + 1 

0 

£ j~~~ ~ 6 * ~y(3)= 1 Rpta. (x 3 -l) 4 =26 4 (2y 2 -1) 

dx y—x 3 y 

g) 

— -2vrtgjc=0, >(—) = 2 Rpta. v = 2sen 2 x 

dx '2 

h) 

Jt(y 6 + \)dx + y 2 (jc 4 +\)dy = 0 , y(0)=l Rpta. 3arctg 2 + 2 arctgy 3 = y 


© Una piedra es lanzada verticalmente hacia arriba desde el suelo con una velocidad 
inicial de 128 pie/seg. Si la única fúerza que se considera es la atribuida a la 
aceleración de la gravedad, determinar: 


a) 

Cuanto tiempo tardara la piedra en chocar contra el suelo. 

b) 

La velocidad con la cual chocara contra el suelo. 

c) 

A que altura se elevara la piedra en su ascenso. 


Rpta. a) 8 seg. 


b) 128pies/seg. 


c) 256 pies 
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Una pelota se deja caer desde la cúspide del monumento a Washington, el cual tiene 
555 pies de altura 

a) ¿Cuánto tiempo tomara a la pelota ilegar al suelo? 

b) ¿A que velocidad chocara la pelota con el suelo? 



Rpta. a) —-/555 seg b) 8^/555 pieslseg 
4 

En un movimiento rectilineo, la función aceleración dc un punto es a(t) = -32 en el 
instante t > 0. Si la velocidad del punto es -20 cuando t = 0, y la posicíón del 
mismo punto en 10 unidades en la dirección positiva cuando t = 0. encuentre la 
función velocidad V(t) y la función de posición x(t). 




Rpta. V(t) = -32t-20 , x(/) = -16/ 2 -20/ + 10 

Una mujer que se encuentra en un globo deja caer sus binoculares cuando el globo 
esta a 150 pies de altura sobre el suelo y se eleva a razón de 10 pie/seg. 

a) ¿Cuánto tiempo tardaran los binoculares en llegar al suelo? 

b) ¿Cuál es la velocidad de los binoculares al momento del impacto? 

Rpta. a) 3.4 seg b) 99 pie / seg. 

Usted arroja una pelota hacia arriba, desde el suelo, con una velocidad inicial de 97 
pie/seg. ¿A que altura sube la pelota, y por cuanto tiempo permanece en el aire? 



Rpta. 144pies , 6 seg. 

Laura suelta una piedra a un pozo, esta llcga al fondo 3 seg. después ¿Cuál es la 
profúndidad del pozo? Rpta. 144 pies. 


® Efrain arroja una pelota hacia arriba, con una velocidad inicial de 48 pies/seg. desde la 
parte superior de un edificio de altura 160 pies. La pelota cac al suclo en 1 base dcl 
edificio ¿Cuánto permanece la pelota en el aire, y con que velocidad golpea al suelo? 


Rpta. 5 seg. 


112 pies/seg. 
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10) Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba con una velociüad inicial de 40 
pies/seg. desdc un punto situado a 20 pies sobre el nivel del suelo. 

a) Si v pies/seg. es la veiocidad de Ia pelota cuando está a x pies del punto inicial, 
exprese v en términos de x 

b) ¿Cuál es la velocidad de la pelota cuando ésta se encuentra a 36 pies del suelo y 
sigue ascendiendo? 


Rpta. a) v 2 =-64jc+1600 b) 24pies/seg. 



Una particula se desplaza en linea recta en forma tal que si v cm/seg. es la velocidad 
de la particula a los t segundos, entonces V(t) = sen m, donde el sentido positivo es a 
la derecha del origen. Si la partícula está en el origen al inicio del movimiento, 

determine su posición j segundos más tarde. 

Rpta. — cm a la derecha del origen. 

2 n 



Juanito arroja una piedra hacia arriba, desde el suelo. La piedra alcanza una altura 
máxima de 225 pies. ¿Cuál era su velocidad inicial? Rpta. 120pies/seg. 


Gálvez arroja una pelota de tenis hacia arriba. desde la parte superior de un edificio de 
400 pies de altura ¿Cuánto tiempo tarda la pelota en llegar al suelo? ¿Con que 
velocidad golpea al suelo?. Rpta. 5 seg. y -160 pies/seg. 



Se arroja una pelota hacía arriba, desde el suelo, con una velocidad inicial de 160 
pies/seg. ¿Cuál es la altura máxima que alcanza la pelota? Rpta. 400 pies 


© 


Si el conductor de un automóvil desea aumentar la velocidad de 40 km./hr a 100 
km./hr al recorrer una distancia de 200 m ¿Cuál es la aceleración constante que debe 

m 


mantenerse? 


Rpta. 1.62 


seg 
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E1 punto (3,2) esta en una curva y en cualquier punto (x,y) de la curva, la recta 
tangente tiene una pendiente igual a 2x—3. Encontrar una ecuación de la curva. 


Rpta. y = x 2 -3x + 2 



En cualquier punto (x,y) de una curva D 2 y = l-x 2 , y una ecuación de la recta 
tangente a la curva en el punto (1,1) es y = 2—x. Encontrar una ecuación de la curva. 


Rpta. 1 2 v = 6 a' 2 — x 4 — 20 x + 27 


(l8) Los puntos (-1,3) y (0,2) están en una curva y en cualquier punto (x,y) de la curva 
D 2 v = 2-4jc . Encontrar unaecuación dela curva. Rpta. 3y = 3x 2 -2x 3 +2x + c 

(j?) Encontrar la curva que pasa por el punto (1,2) cuya normal en cualquier punto 
(excepto en x = 0) se biseca por el eje X. Rpta. y 2 +2x 2 =6 

( 20 ) La pendiente de la recta tangente en cualquier punto (x,y) en una curva es 10 — 4x y 
el punto (1,-1) esta en la curva. Encontrar una ecuación de la curva. 


Rpta. >• = 10jc-2jc 2 -9 


1.6 METOPOS PE INTEGRACION.- 


Entre los métodos de integración que se va ha estudiar se tiene: Integración de las 
íiinciones trigonométricas, integración por partes y casos especiales, integración por 
sustitución trigonométrica. integración de funciones racionales por descomposición en 
fracciones parciales, el Método de Ortrograski, integración de íunciones racionales de 
seno y coseno, integracion de algunas funciones irracionales entre ellas las binomiales 
con la combinación de CHEBICHEV. 


1.6.1 INTEGRACIQN DÍE tAS íTOCIQNMS TKIGONOMÉTOÍCAS^ 


Se trata de las integrales que tiene la forma siguiente: 
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Jc05 n xéx Jtg'* xdx , Jct|"jc<fe, 
Jsen^jccos^jfife, J lg ,r csec” xáx , Jctg'” jcco$ec*xdx 


Para calcular estas integrales, aplícaremos los criterios siguientes: 

a) Para el cálculo de las integrales de la forma: 



B 

jsen- 

cos" xdx ' 

\ Í. . J 



Se presentan dos casos: 

ler. Caso.- Cuando n es un número entero positivo par, se usan las identidades 
siguientes: 


2 í-eos:2jt ??. 2 l + COS2jr 

seo- -- w,». cos • 

2 2 


2do. Caso.- Cuando n es un número entero positivo impar, a las integrales de 
este caso expresaremos en la forma: 


: j 

^sen* xdx~ j 

sen"“ j xsen.v dx 

; 

; J 

• • . v í. 

^COS*jrt&-j 

1 xcosjri& ; 


Luego se usa la identidad sen 2 jt + cos 2 jc = 1 
Ejemplos de aplicación de este criterio. 

Calcular las integrales siguientes: 

J sen 2 3x dx 

Solución 


Observamos que el exponente es par, entonces usamos la identidad 
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sen 2 3jc = -— C ° S , luego al reemplazar en la integral dada se tiene: 


f ■>-. . 1 f,, , v . \, sen6jt x „ . 

J sen“ 3xdx =—J (l-cos6 x)dx = — {x-—¿ —) + r - —--— + c 


jc sen 6x 


2 12 


Observación: En forma práctica se puede calcular las siguientes integrales: 



Ejemplo: J sen(20x)dx = - 


COS(20a:) 

20 


+ c 


Ejemplo: 



J cos(18x>íx 


sen(l 8jc) 
18 


+ c 


En forma similar ocurre en las integrales de las demás fimciones trigonométricas. 


J cos 4 2.v dx 


Solución 


>li 1 

Observamos que el exponente de la función es par, entonces usaremos la identidad: 
2 „ 1 + cos 4jc 

cos 2jc =-, por lo tanto: 


Jcos 4 2jc dx = J( ^ + C ° S —— ) 2 dx = — J (1 + 2 cos 4x + cos 2 4x)dx 


1 „ 1 + cos8jc vJ 

— (1 + 2 cos 4x +- )dx 

4 J 2 


1 r 3 ^ . cos8jc. , 1 ,3jc sen4jc sen8jc 


= — í (—+2cos4jc + 
4J 2 


** = 4 ( T + 


16 


) + c 
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Jsen 3 4xdx 


Solución 


Observemos que el exponente de la funcion es impar, entonces a la integral 
escribiremos así: 

J" sen 3 4xdx = J sen 2 4x. sen 4xdx = cos 2 4jc)sen4xí/jc 


f „ , f 2 a a j cos 4jc cos 3 4jc 

= sen4jcc¿c- cos 4jc.sen4jcc¿c -+- + c 

J J 4 12 

Observación.- En forma práctica se puede integrar las siguientes funciones. 





Ejemplo: 


í 


sen 19 2x. cos 2xdx = ——+c 

40 




cos wH (^c) 

SllHÍ"® 


Ejemplo: 


í' 


cos 29 3jc. sen 3xdx = 


cos 3t> 3jc 


90 


-+c 


En forma similar ocurre en las integrales de las demás expresiones trigonométricas. 


Jcos 5 3jcc£c 


Solución 


Observemos que el exponente de la fimción es impar, entonces a la integral 
expresamos asi: 


Jcos 5 3jc dx = Jcos 4 3x.cos 3xdx = j (1 -sen 2 3x) 2 cos3x dx 
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= J(l-2sen 2 3x+sen 4 3jc)cos3x¿x 
= J cos 3jc dx - 2 J sen 2 3x. cos 3jc dx + J sen 4 3jc. cos 3jc dx 


sen 3jc 2sen 3 3jc sen 5 3x 

■+-+c 


15 


b) Para el cálculo de las integrales de la forma 



Se presentan los siguientes casos: 

ler. Caso.- Si n es un número entero par positivo, a las integrales dadas se 
expresan así: 



Luego se usan las identidades siguientes. 


1 + íg 2 x = sec 2 x ■< l + ctg 2 JC=cos«c 2 Jc 


2do. Caso.- Si n es un número enterq positivo impar, a las integrales dadas se 
expresan en la forma: 



Luego se usan las identidades siguientes. 
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Ejemplos de aplicación de este criterio 

Calcular las siguielites integrales. 


Eduardo Espinoza Ramos 


Jtg 2 4jcíit 

Solución 

Observamos que el exponente de la función es par, entonces de acuerdo al criterio 
establecido expresamos: 


J tg 2 4x dx = J (sec 2 4jc - \)dx = 


tg 4x 


-x+c 


Jctg 4 4xdx 


Solución 


En forma simiiar al ejemplo anterior, por tener el exponente par; a la integral 
expresaremos asi: 

Jctg 4 4xdx = Jctg 2 4jtrtg 2 4xdx = Jctg 2 4x(cosec 2 4x-l)dx 


= Jctg 2 4jt.cosec 2 4jcí£t-Jctg 2 4xdx 


ctg 3 4x: r 2» 1U ctg" 4x 
--I (cosec 4x-l)tit =-+ 

12 J V 12 


ctg 3 4x ctg4x 


+ x + c 


© J tg 6 5x dx 


Solución 


Observemos que el exponente de la ñincion es par, entonces a la integral expresamos 
así: 

J tg 6 5xdx = Jtg 4 5x.tg 2 5xdx = J tg 4 5x(sec 2 5x-l)t¿t 

= J tg 4 5x.sec 2 5x- J tg 4 5 xdx = J l S 2 5x(sec 2 5x-l)dx 
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tg 5x 
25 


- Jtg 2 5xsec 2 5jcrfr +Jtg 2 5 xdx 


= t¿5*_ t¿5x + r 2 = t¿5£_ t¿5£ + tg5x _ 

25 15 J 25 15 5 


Jt + C 


(7) ftg 3 5xrfr 


Solución 


Observamos que el exponente de la función es impar, entonccs a la integral 
expresamos asi: 

Jtg 3 5xdx= Jtg 2 5x.tg5xdx = J(sec 2 5jc —1) íg5xdx - 1 ^- + c 

(¿) J c tg s 3.v dx 

Solución 

Como el exponente de la fiinción es impar, entonces a la integral escribiremos en la 
forma: 

Jctg 5 3xdx = jctg 4 3x£tg3xdx = J(cosec 2 3x-1) 2 ctg3x dx 
= J (cos ec 4 3x - 2 cos ec 2 3x + l)c tg 3x dx 

= J cos ec 3 3x. cos ec3xx: tg3xdx-ljctg3x. cos ec 2 3x dx + jc tg 3 jc dx 

cos ec 4 3x c tg 2 3x In I sen 3x I 

=-+ —--+ — - - + c 

12 3 3 

c) Para el cálculo dt las integrales de la forma. 







sen jr.< 

DC 

18* 

xdx 


Se presertan los siguientes casos: 
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lerCaso. Si m ó n, es decir, cualquiera de los exponentes es un número 
entero positivo impar y el otro es cualquier número, se procede de 
la siguiente manera. 

í) Suponiendo que m es un número impar y n es cualquier número, entonces a 
la integral expresamos asi: 


Ji',sen x dx 

Luego se usa la identidad: sen 2 x + cos 2 x = l 

ii) Suponiendo que n es un número entero impar y m es cualquier número, se 
procede de la siguiente manera. 


fseh^ 


* ‘y’''' 

.cos^xü 

:ósx 4 x 

4 ; 

.h 

;.ívSí-- 






. • . - -. 

.- ■. 


Luego se usa la identidad: sen 2 x + cos 2 * = 1 

2do. Caso. Si m y n los dos exponentes son numeros enteros positivos pares, 
se usan las identidades siguientes: 





-——- - 

sm^;xwr~-~ 


.......................... 


& 


II cpr¿~- 


■ 


y con estas sustituciones Ia integral j sen m jr.cos" xdx se transforma en 

integrales de la forma J sen" xdx , las cuales han sido estudiadas 
anteriormente. 

Ejemplos de aplicación de éste criterio. 

Calcular las siguientes integrales. 

| cos 3 xsen 4 xdx 
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Solución 


Como uno de los exponentes es impar, entonces a la integral dada escribiremos asi: 
Jcos 3 x.sen 4 xdx = Jcos 2 x. sen 4 x.cos xdx = J(l-sen 2 x)sen 4 xcos xdx 


= f sen 4 xcosxíit- f sen 6 xcos xdx = —sen 5 x —-sen 7 x + c 

J J 5 7 


© í 


sen 2 xcos 2 xdx 


Solución 


Jsen 2 xcos 2 x dx = J 


2 . rl-cos2x l + cos2x . 1 


cix — — f (1 — cos 2 2 x)dx 
4 J 


1 r ? ^ . 1 r 1 - cos 4x . 1 , sen 4x v 

= — sen 2 xdx =— - dx = — (x-)+c 

4 3 AJ 2 " 


8 


0 I 


sen 5 x.cos 2 xdx 


Solución 


Como uno de los exponentes es impar, entonces a la integral dada escribiremos así: 
Jsen 5 x.cos 2 xdx = Jsen 4 x.cos 2 x.senxdx = J(1-cos 2 x) 2 cos 2 x.senxdx 
= J(l-2cos 2 x + cos 4 x)cos 2 xsenxí/x 
= Jcos 2 xsenxí¿t-2jcos 4 xsenxrfx+Jcos 6 xsenx dx 


cos 3 x 2 cos 5 x cos 7 x 
-+-+ c 


Jsen 4 x.cos 2 xdx 


3 


5 


7 
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Solución 


Como los dos exponentes son pares, entonces se usan las identidades: 


2 1-cos2jc 2 l+cos2x 

sen Jt =- ; cos x = - 

2 2 


1 


4 2 J f 1 — COS 2x. 2 /1 + cos 2jc 


sen x. cos xdx 


=J« J 




=— J (1 - cos 2 2jc)(1 - cos 2 x)dx = — J sen 2 2jc(1 - cos 2x)c¿c 


= — [ J sen 2 2x dv - j* sen 2 2jc. cos 2x dx) = —[J 


1 r f 1 -cos 4jc , sen 2x, 

- dx -] + c 




1 r Jt senx sen á 2x 


8 2 8 


]+c 


Jcos 7 Jt.sen 3 x dx 


Solución 


Observamos que los exponentes son impares, entonces a la integral dada expresamos 
así: 

Jcos 7 x. sen 3 xdx = Jcos 7 x.sen 2 x. sen xdx = Jcos 7 jc(1 + cos 2 v) sen xdx 


f 7 , f 9 . COS“ X COS'' X 

= I cos x.senxdx- I cos x.scnxdx =--— + ——— + c 


„ _ ]« 


8 10 


J sen 2 3 jc . cos 4 3 jc dx 


Solución 


Como los exponentes son pares, entonces usaremos las identidades: 


7 — l-COSÓX 7 „ l + cos6x 

sen" 3x =- ; cos' 3x =- 


2 


2 
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J sen 2 3jc. cos 4 3xdx = j (— 


cos6jc w l + cos6t. 7 . 
—-)(---)' dx 


- — f (1 - cos 2 6jc)(1 + cos 6x)dx = — f sen 2 6jc(1 + cos 6x)dx 

8 4 8 J 


1 r f f , l r fl-cosl2r, sen 2 6jc, 

—[J sen" 6jc dx + J sen - 6jccos 6jc dx\ = - [J--- dx + ———] + c 


18 


_ 1 jc sen 1 2x sen 3 6jc 
"8 2 24 + \S~ 


)+c=—~ 


x sen2jc sen 6jc 


16 192 144 


+ c 


d) Para el cálculo de las integrales de la forma 



Se presentan dos casos: 

ler. Caso. Cuando n es un número positivo impar y m es cualquier número, a 
las integrales escribiremos en la forma: 


í tg”r.see" ? jcc/jc = f tg” 

rt jc>sec m i 

jc. tgr.secrrfx 

J 4 : 


y.- .,_ >■> . >:•*•:■. __ ivXv/iv v 

Jctg" = Jútg" 

1 oc.cosec" 1 

" • JC.C tgXCOS í2CJC/¿t 


Luego se usa las identidades siguientes. 


l + íg^x=ysec 2 jc i+etg^jcj+see 2 »: 


2do. Caso. Cuando m es un número entero positivo par y n es cualquier 
número, entonces a las integrales se escribe así: 





i Ms 


: tg .^sec . : .:' J&SGC ■ ; ■ 

’ mn V " . ■ ; . 



" jfe tg” jcié 

:tg n jc. uos ec m ~ 2 x. cos dx 

; J" $ : 

J 

: .-*•:*::•■• • ... ::- •:•:•:-:•: •:, . - -:•. . :■ 


Luego se usa las identidades siguientes. 
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I + tg 2 a' = sec 2 x , 1 +ctg~ jt - sec 2 jít 

Observación: 

1) Cuando n es un número entero positivo impar y m es un número entero positivo 
par, se puede aplicar cualquiera de los dos casos. 

2) Si n es par y m es impar se aplica el ler. caso. 

Ejemplo de aplicación de éste criterio. 

Calcular las siguientes integrales. 

J sec 4 2x. tg 2 2x dx 

Solucién 

Observemos que el exponente de la sec 2x es par, entonces a ía integral escribiremos 
asi: 


J sec 4 2 x. tg 2 2jc dx — J sec 2 2jc. tg 2 2x. sec 2 2xdx - J (1 + tg 2 2x) tg 2 2x. sec 2 2x dx 


= í tg 2 2x.sec 2 2xdx + f tg 4 2x.sec 2 2xdx = — — + — — + c 

J J 6 10 


J^/tgx.sec 6 xdx 


Solución 


Como el exponente de secx es par, entonces a la integral dada escribiremos así: 
J-^/tgjc.sec 6 xdx = Jtg 1/2 x.sec 4 x.sec 2 xdx = Jtg 1/2 jc(l + tg 2 jc) 2 sec 2 xdx 

= Jtg 12 x.sec 2 xdx+2j tg 5/2 jc.sec 2 xdx+j tg 9/2 jc.sec 2 xdx 


11 ^ 


3 


7 
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© í tg 3 3jc.sec 3 3jfí¿r 


Solución 


Como el exponente de la tg 3x es impar, entonces a la integral dada escnbiremos asi. 
J tg 3 3 jc. sec 3 3jc dx = J tg 2 3jc. sec 2 3.y. tg 3jc. sec 3jc dx 

= J* (sec 2 3jc -1) sec 2 3.y. tg 3.v. sec 3.y dx 
= Jsec 4 3jc./g3jc.sec 3jc dx - Jsec 2 3x.tg3x.scc 3jc dx 


sec 5 3jc sec 3 3x 
~l5 S 


+c 


( 4 ) J c tg■' x .cos ec 4 x dx 


Solución 


Como el exponente de la cosec x es par, entonces a la integral escribiremos así: 


Jrtg' x. cos ec 4 xdx = jctg 5 x. cos ec 2 x. cos ec 2 xdx 


= Jc tg 5 x(l + c tg 2 jc) cos ec 2 xdx 
= Jctg 5 x.cos ec 2 xdx +Jctg 2 x.cosec 2 xdx 


ct¿_x ct¿_x 

6 8 


+c 


NOTA. Cuando en las integralcs se observa que no se adapta a los casos estudiados. 
es conveniente transfonnarlo a estos casos, utilizando las identidades 
trigcnométricas. 
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Ejemplo.- Calcular las siguientes integrales. 


© J 


dx 


sen 2 jccos 4 jc 


Solución 


r dx r sen 2 x + cos 2 jc . f, 

I-2- — = \ -i- — dX= \ ( 

J sen x.cos x J sen"xcos x J 


1 1 

+-z- 1 —)dx 


cos 4 x sen 2 xcos 2 x 


f dx f dx f 4 fsen"x + cos‘x , 

= 1-— + - 2 - — = \sec xrfx+ - - -— dx 


dx 


cos 4 x J sen 2 xcos” x 


2 2 
sen" x.cos 2 x 


= í(1 + tg 2 x)sec 2 xdx+ í (——)dx 
J J cos" x sen 2 x 

= Jsec 2 xcic + Jtg 2 x.sec 2 xc/x+Jsec 2 xdx + ^cosec 2 xdx 


t £ 2 X t £ 2 X 

tgx + -^—+tgx-ctgx + c =2tgx + ~-ctgx + c 


© J 


dx 


4 


sen x.cos x 


Solución 


J 


dx 


a/s 


f sec 2 xc¿c 

-f 

sec 2 xdx 

sec 2 x-s/senx.cos 

3 J / 4 3 

x Vsenx.sec x.cos x 

f sec 2 xdx f 

sec 2 xdx 

Jtg 1/2 x.sec 2 xdx = 2^Jtgx+c 

J Vsenx.secx J 



© J 


cos xdx 


Vsen 7 2x.cosx 


Solución 
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sec 5 x. cos x dx 


r cos xdx _ r cos x dx _ 1 r sec x. co: 

Vsen 7 2 x. cos x 4^2 Vsen 7 jc.cos k x sec 5 x \fsen* x. cos 8 


1 fsec 4 x¿x 1 f (1 + tg 2 x)sec 2 xdx 

~&¡2 


Í sec A xdx _ 1 r 

t g 7/, jc 


4\¡2 


==[J tg 7 3 jc.sec 2 jcdx+ Jtg 1 3 jc.sec^ jcrft] 


= -i=[--tg 4/3 jc+-^tg 2/3 jc]+c ctg 4 3 x + -tg 2 3 x)+r 

43/2 4 9 J Alfñ A 9 ° 


4^2 4' 


1A2 EJERCICIOS PROErESTOS.* 


Calcular las siguientes integrales. 


© j 

1 "sen 4 xdx 

_ 3x sen 2x sen 4 jc 

Rpta. -+-+ c 

F 8 4 32 

© J 

j* cos 5 xdx 

„ 2 3 1 -5 

Rpta. senx — sen jc + —sen jc + c 

3 5 

© j 

1* cos 4 3 jc dx 

_ 3jc sen 6x senl2jc 

Rpta. — +-+-+ c 

F 8 12 96 

© J 

[* sen 6 2 jc dx 

„ A 1.5jc . 3sen8jc sen 3 4x. 

Rpta. — (- sen4x +-+-) + c 

^82 16 12 

© J 

[*sen <i x/2dx 

Rpta. -2 cos(—) + — cos 3 (—) cos 5 (—) + c 

2 3 2 5 2 

© J 

j* (sen 2 3jc + cos3 jc ) 2 dx 

_ 7jc senl2jc _ sen 3 3x 

Rpta. — +- + 2 - +c 

F 8 96 9 

© J 

[* cos 6 3xdx 

„ 5jc senójc sen 3 6 jc senl2jc 

Rpta. — +-+-+ c 

F 16 12 144 64 
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Jjccos 3 (jc 2 )dx 

Rpta. 

® 

J (sen 2 jc + cos x) 2 dx 

Rpta. 

© 

J tg 6 jc dx 

Rpta. 

© 

Jc tg 3 xdx 

Rpta. 

© 

J tg 3 xdx 

Rpta. 

© 

Jctg 4 (3jc)djc 

Rpta. 

© 

Jc tg 3 2xdx 

Rpta. 

© 

J tg 2 (jc + l)c¿c 

Rpta. 

© 

Jc tg 5 2xdx 

Rpta. 

© 

Jctg 3 (y)c/x 

Rpta. 

© 

J tg 5 3xdx 

Rpta. 

© 

Jc tg 4 2xdx 

Rpta. 

© 

J tg 5 x dx 

Rpta. 


1 2 1 3 2 

—senjc —sen x +c 

2 6 


7x sen4jc 2sen 3 jc 
—+-+-h£ 

8 32 3 


1 s 1 3 

-tg JC— — tg x-tgx + x + c 


-i c , 4 I+ | elI > I + h|«n,|* 


tg 2 X 


+ ln | cos jc | +c 


1 3 i 1 

-—ctg 3jc + -ctg3x + jc + c 


ctg‘2jc ln|sen2jc| 


+ c 


tg(jc + l)-jc+c 


cos ec 4 2x c tg 2 2 jc ln|sen2jc| 

-+ — -+— - - + c 

8 2 2 


3 , JC . 

-ctg (y)-31n|sen-|+c 


^sec 4 3jc-y tg 2 3jc+yln|sec3x|+c 


ctg2jc c tg 3 2jc 
x +— 2 - 2 -+ c 


sec jc 4 2 , 

-tg jc+ln|sec jc|+c 
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senx cos x dx 




JVcosjc sen 3 xdx 

J Vcos v sen 5 xdx 
r sen 3 j cí/v 

J COS 2 .V \J COS A' 

Jsen 7 5a.cos 3 5 x dx 
J -s/senx. cos 5 jc dx 


J sen 5 jccos 2 


xdx 


Jsen 3 jccos 3 xdx 
J scn 4 (^) cos 2 (~)dx 


\ ■ 


sen 4 a' cos 4 a c/a 


f sen 3 {—) cos 7 (-)dx 
J 2 2 

J sen 3 3a cos "* 3a dx 


f cos^ A' 

^ Vsen a 


dx 


2 vi 

Rpta. ysen 'A + í 


„ , 2 7,7 2 3,7 

Rpta. — cos a — cos ~ x + c 
7 3 


Rpta. - —cos 4 ' 3 a + —cos 10 ' 3 a ——-cos 16 ' 3 a +c 
4 5 16 


Rpta. — cos 4 3 a + — cos 2 3 a + í - 
4 2 


Rpta. 


sen 8 5a sen 10 5a 


40 50 


■ + c 


Rpta. 2 -Jscnx( 


sen a 2 3 1 s v 

-sen x+ —sen a)+c 

3 7 II 


_ , cos 7 A 2 s COS 3 A 

Rpta.-+—cos a- +c 

7 5 3 


_ ^ sen 4 a sen 6 a 

Rpta.- +c 


n ^ x senA.cosA sen a 

Rpta.-+ c 

16 16 24 


„ 1 „ ,1 

Rpta. -(3A-sen4c + -sen8c)+í‘ 

128 8 


Rpta. -cos , 0 (—)-—cos 3 (—) + c- 
5 2 4 2 


„ A cos 3a cos 3a 
Rpta. - ———— + c 


24 


18 


„ . -* l 4 <¡/7 2 <)/-> 

Rpta. 2vsciia — sen ~a +—sen x+c 

5 9 
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© 

cos 4 2xsen 3 2xdx 

© 

J" sen 2 xcos 5 xdx 

© 

J^ sen 5 2x.cos 3 2xdx 

© . 

fsen 3 x . 

4 * 

' COS X 

© J 

J" scc 4 x^Jc tg 3 x dx 

© J 

J* tg 5 xVcos 3 x dx 

© J 

r cos 3 x , 

4 dX 

sen x 

© J 

[ se « 3 * ^ 

1 3 / 4 

Vcos x 

© J 

■sec 4 x A 

4 üx 

tg x 

® J 

■sen nx . 

--— dx 

cos 6 7DC 

© J 

■yjc tgXCOS 9 X dx 

© J 

tg 3 4x.sec 9 ' 2 4xrfx 


Rpta. ——cos’’ 2jc + — cos 7 2x + c 
10 14 


Rpta. 


sen 3 jc 2 5 sen 7 x 


3 5 


—sen x +-+ c 


1 . 1 s 

Rpta. — sen Jx-sen 2x + c 

2 r 16 


Rpta. --secx + c 

3cos 3 x 


Rpta. -2^/ctgx + j^/tg 3 x +c 


2 7 

Rpta. —sec' 2 x-4sec I;2 x-—cos 3 
5 3 


Rp,a - 


_ ^ 

Rpta. tfsecx (jcos 2 x + 3)+c 


Rpta. -t'tgx-jt tg 3 x+í' 


Rpta. — [— tg 3 to+ — tg 3 71X]+C 
n 3 5 


4 S/7 2 9/2 


Rpta. 2Vsen x — sen 5 2 x+—sen 
5 9 


« * 1 n/-> ,, sec 9,2 4x 

Rpta. —sec * 4x-+c 

26 18 


- x + c 


x + c 
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■_- 

J* tg 5 3x.sec 9/2 4xííjc 

© J 

í sen ' 3l & 

' cos3x 

© J 

J*x 2 cos 3 2x 3 tfx 

*_- 

J^sec 7 2x. tg 2x dx 

© J 

J" tg xVsec x dx 

® j 

| lg 7 x.sec 4 xdx 

© J 

[(“V* 

1 tgx 

© J 

J*ctg 3 x.cos ec A xdx 

© J 

[* c tg 3 x. cos cc 3 x dx 

© J 

[ctg 3 xcos ec 5 xdx 

© J 

tg 2 2x.cos 2 2 xdx 

© J 

rsec 4 x . 

, dx 

tg-x 

© J 

* sen 4 x , 

, dx 

COS‘ X 


Rpta. 


c tg 6 4x c tg* 3 jc c tg 1 ” 3 jc c tg 12 3 jc 


18 


8 


10 


36 


_ 1, , , . cos 2 3 jc cos 4 3jc 

Rpta. — lnsec 3x+-+ c 

3 3 12 


„ „ sen2jc 3 sen 3 2x 3 

Rpta.- +c 

6 18 


Rpta. 


sec 7 2jc 


14 


■+c 


Rpta. 2-v/secjc+c 


tg 10 x tg 8 x 
Rpta. +-^l+e 

10 8 


„ ^ c*tg3x 

Rpta.- 5 - ctgx+e 


Rpu. £M^-I Cl g‘x + C 


I <¡ 1 ^ 

Rpta. — cosec 'x+— cosecx + c 
5 3 


^ cosec 7 x cos ec 5 x 
Rpta.-+- +c 


1 sen 4x 

Rpta. — (x -) + c 

2 4 


Rpta. -ctg jc + tgjc+c 


_ , scn 2jc 3x 

Rpta. tgx +- +c 


+c 
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© J 

|" sec 4 2 xdx 

® J 

1" sec 6 xdx 

© J 

[" sec 1 x.tg 3 v dx 

© 

1" C tg 5 X.COSCí 4 .! 

© J 

[ tg 4 x.sec 1 x dx 


1 ^ / 

Rpta. — tgx.sec x -tgx.sec 

6 24 


tg2x tg 3 2x 
Rpta. —— + —- + c 


n 2 , 1 , 

Rpta. tgx + ytg jc + — tg v + r 


_ 1 s 1 1 

Rpta. — sec jc — sec x+c 
5 3 


_ í tg Vt 1 6 

Rpta.- í tg x + c 

8 6 


3 tg x. scc x ln|sec.t + tgA'| 

~Í6 Í6~ 


m 

© 

r dx 

Vsen 3 x.cos 5 x 

© J 

[" (1 + cos3x) 3;2 í/x 

- • 

© 

r. sen3 * ^ 

1 3/ 4 

V cos .v 

© J 

r sen(x + n / 4) 

' sen x. cos x 

© 

r cos ’ - c dx 

' 1-senx 

© 

[• dx 

cos 3 x^l scn 2x 


Rpta. -2^/ctgx+ytgA-y/tgx+c 

1 Q 1 «J 

Rpta. 2V2(-sen(—)—sen* (—))+£• 
3 2 9 2 

Rpta. — cos s 3 x + — .- — +c 
5 3Vcosx 

„ 4 V2 . . 1 +sen.t, 

Rpta. — ln | tg jc.- - |+í 

2 1 - cos x 

r» 1 1 

Rpta. senx + —sen“ x + c 


Rpta. -^-(tg 2 x + 5)^j tg x +c 
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@ J 

r ísen 2 x 
>W 4 x 

© J 

[■ dx 

4 4 

} sen x.cos x 

© J 

r sen 1 x . 

1 Hy 

1 Vcosx 

© J 

j'senh 1 xdx 

© J 

1" tgh 6 x.sec h 4 xdx 

© J 

l'c tgh 4 xdx 

© J 

j' (cosh 2 flx + senh 2 ax)dx 

© J 

r e'dx 

■ coshx + senhx 

© J 

| tgh 4 xdx 

© J 

i ctgh 5 xdx 

© J 

j* senh 2 x.cosh 3 xdx 

® J 

dx 

senh x. cosh ~ x 


Rpta. — -/tg 5 x(5tg 2 x + lD + c* 


_ 4.1 + 3tg 2 4x v 

Rpta. --(--- )+c 

3 tg ' 4x 


Rpta. ^(cos 2 x-5) + c 


Rpta. -jcoshxícosh 2 x-3) + ( 


Rpta. y tgh 7 x - ~ tgh 9 x + c 


Rpta. x—c-tghx-jc tgh 3 x+c 


Rpta. -—senh(2¿/x) + c 
2 a 


Rpta. x + c 


Rpta. v - tgh x - ^ tgh 2 x + c 


Rpta. ln|senhx|-^ctgh 2 x--^-ctgh 4 x + c 


„ senh 1 x senh v 

Rpta. -+- +í 

3 5 


Rpta. ln| tgh — | + scc hx+c 
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(82) J í Ig 3a. cos ec 4 3.v dx 


r. ^ COSCt X 

Rpta.-+<• 

12 


J tg 3 3>x. 


3x.sec 4 3.v dx 


_ tg 4 3x tg 6 3x 

Rpta. —-+ -s- +t 

12 18 


84) J cos^ 3x.sen 3 3x dx 


n cos K 3x cos 6 3x 

Rpta. ---— + í 


24 


18 


3 


1 .x 5 , 1 ,2x 3 . , 


85) J(x 2 — 6x)sen 2 (^ —3 x 2 )dx Rpta. ——3x")— -^-sen(~ — 6x~)+c 


1,63 


Se trata de las integrales de la forma: 



, 1 cos(wx)cos(«x)t¿x 


Para el cálculo de éste tipo de integrales se usan las fórmulas siguientes: 


sen(í«x)eosí«a:) *fci-(sen(«íí+»)x+sen(W"«)x) 


2 




'•*.*. . V ,v «> 


s^(«x)séfí(kv) ■=; ¿ )x 




cm(mx)cos(nx) =--(eos {m-tt)x +cos(»*+ tt)x) 


Las fórmulas mencionadas se deducen de las identidades: 
sen( m + n)x = sen mx cos nx + sen nx cos mx 
sen(w—«)x = sen mx cos nx —sen nx cos mx 
cos (m + «)x = cos mx cos «x - sen nx sen mx 
cos( m - n)x = cos mx cos «x+sen «x sen mx 


...d) 
... ( 2 ) 
... ( 3 ) 
... ( 4 ) 
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Ahora sumando (1) y (2) se ticne: 


sen(w.x)cos(«.s) = —(sen(w+ ;i)Jt + sen(«i ~n)x) 


ahora restando (4) y (3) se tiene: 


sen(mx)&¿Ti(nx) = ^ (cos(«? - n )x - cos(m+n)x) 


ahora suinando (3) y (4) se ticne: 


eos(m)cos(;ix) - —(co5»(w - ti)x +cos(/«+;;)x) 
2 


© 


INOTA: En la aplicación de las fórmulas mencionadas se debe tener en cuenta las 
identidades siguientes. 


scn(-x) = —sen x 

COS(-X) = COSA' 


V x e R 


Ejcmplos de aplicación. 

Calcular las siguientes integrales 
J sen 2.v. scn 9.v dx 


Solución 


C’omo sen 2.v. scn 9 v = ^ (cos 7x - cos 1 l.v), reempla/ando en la integral: 


f „ . 1 f _ ,, ,, 1 .sen7x senlb' 

scn 2.v.sen9.v dx = — I (cos 7.v -cos 1 l v)r7.\ = — (-) +1 

J 2 J 2 7 11 


© J 


cos 2.v. cos 7.v dx 
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Soiución 


Como cos 2.v. cos Ix = — (cos 5x + cos 9jc ), recmpla/ando en la integral: 


J cos 2x. cos Ix dx = — J (cos 5.y + cos 9x )dx = — ( 


1 . sen 5.V sen9x, 

;-+-) + C‘ 


J 


sen 4y. cos 5 v dx 


Solución 


C'omo sen4.v. cos 5.v = — (scn(4 + 5).y + scn(4- 5).v) 


= — (sen9x -sen y) , reempla/ando en la integral: 


t | f ] cos 9x 

J sen 4.v. cos 5.v dx = — J (sen 9 x - sen y)y/y = — (cos x -) + í • 


J sen 1 4v.cos 2 Ixdx 


Solución 


„ t ^ -> . „ _ 1-cos8.y 1 + cos14.y 

Como scn 4y.cos - 7.y = sen - 4x.cos' 7x.sen4.v =-.-.scn4.v 


= — (1 + cos 1 4.y - cos 8.v - cos 8x cos 14.v) scn 4.y 
4 

= — (scn 4y + sen 4.y cos 14.v - cos X.y sen 4.v - cos K.v cos 1 4y scn 4 x) 
4 


scn ^ycos 2 7.v=—(sen4.v+sen4xcosl4Y—cosR.Y.scn4Y-cosK.YCOsl4v scn4Y) 
4 

scn 4 v cos 14 y = ~ (scn 18 y - scn 10 y) 

-cr 4 \ cos X í = ^ (scn 12.v - scn 4 .y ) 

(scn 4 v ■ -r scn 1 0 y - scn 1 2 x + scn 26 y ) 


...( 1 ) 


( 2 ) 
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= [sen 23x - sen 2 br + sen 7x - sen 5] 

Ahora reempla/ando (2) en (1) se tiene: 

sen 2 4x cos 2 7x = — (sen 4x) + — (sen 4x -3 sen I Ox -sen l 2 jc+ 2 sen 18x -sen 26x)) 
4 4 

= — (5 sen 4x - 3 sen 10 - sen 12x + 2 sen 8,v -sen 26.v) , enionces: 


J sen 1 4x. cos 2 7x tfx = ^ J (5 sen 4,r - 3 sen 1 Ox - scn 12x+2 sen 18v - sen 26 )dx + 


r 


1 ,3 cos 1 Ü.v cosl2x cos 26x 5 cos 4.v cosl8x v 
=—(——— + ———+——-:-—-—) + e 


16 10 


12 26 


© í 


scn(3x + 6).cos(5x +10 )dx 


Solución 


Como sen(3.v + 6).cos(5x + 10) = y (sen(8x +16) + sen((3.v + 6) -(5v +10))) 


= — (sen(8.v + 16)- sen(2.v+4)) entonces 


J sen(3.v + 6). cos(5.v +10 )dx =— J (sen(8.v + 16)- sen(2.v + 4 ))dx 


cos(8x +16) + cos(2x + 4) ^ 


16 


© í 


cosvcos' 5 xdx 


Solución 


Como cosx.cos 2 5x = — cosv(l + cos 1 Ov) = —(cosx + cosx.coslOx) 

2 2 











98 


Eduardo Espinoza Ramos 


1 , cos9jr+cosIl.v. 1 n ,, . 

= — (cos x + -) = — (2 cos+ cos 9v + cos 1 br) 

2 2 4 


Jcos.vcos 2 5.v dx = J(2cos.v + cos9.v + cos 11 x)dx 


1 sen9.v senll.v, 

= ~(2senjr +-+-) + c 

4 9 11 


J sen(—-.v) sen(— + x)dx 


Solución 


, n v i n v 1 , tt cos2.v 

Como sen(-.v) sen(— + x) = —(cos 2x - cos—) =- 

4 4 2 2 2 


J sen(— - .v) scn(— + x)dx = — J cos 2.v dx = 


sen 2x 


+ c 


® í 


sen x. sen 2.v. sen 3jc dx 


Solución 


Como sen 2.v. sen 3jt = — (cos x +cos 5.v), entonces 

2 


sen .v. sen 2x. sen 3x = — sen .v(cos x +cos 5jc) = — (sen ,v cos x + sen .v cos 5.v) 

2 2 


= — (sen 2x - sen 6.v + sen 4.v) = — (sen 2.v + sen 6.v - sen 4 v) 
4 4 


J sen .v. sen 2.v. scn 3x dx =— J (sen 2x - sen 4v + sen 6x)dx 


1 , cos6.v cos4.v cos 2.v, cos 2 jt cos4.v cos6.y 

= —(-+-) + c =-+- +c 

4 6 4 2 8 16 


6 


4 


2 


8 


24 
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1.6.4 EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


C’alcular las siguientes íntegrales. 


© í 


sen8v.sen3.vrfv 


_ sen5v senllv 
Rpta. ——-—— + c 


10 




© /• 


sen 3.v.sen 5 vrfv 


_ , sen2.v sen8v 

Rpta.- + c 

4 16 


J sen 1 x. cos 3v rfx 


„ 3cos2v 3cos4v cosóv 

Rpta. — -——+—-— + £ 


16 


32 


48 


© { 


cos 4v. cos 5v rfv 


n , 1 , sen9v v 

Rpta. — (scnv +-) + c 

2 9 


© { cos 2 v.sen 2 4vrfv 


„ v sen8v sen2v sen6v senlOv 

Rpta.-+ 


4 32 


48 


80 


v 3v 


Jseny.sen^rfv 


„ sen v sen 2v 

Rpta.-+ £ 


© 


sen 5v.cosvrfv 


Rpta.- 

F 12 


cos 6v cos 4v 


■ + C' 


© J 


cos v. cos 5v rfv 


„ sen 4v sen 6v 

Rpta. -+—-+ £* 

8 12 


® J sen 4v.cos7vrfv 


„ cos 3v cos 1 lv 

Rpta.-+ £• 

6 22 


© J 


v 3r . 

scn —.cos — rfv 
2 2 


_ cos v cos 2v 

Rpta.- K' 


(n) J cos y. cos y rfv 


„ _ v 3 5v 

Rpta. 3sen — + — sen — + c 
6 5 6 


n) J sen 2v. sen 3v rfv 


„ cos v cos 5v 

Rpta. —-+ £ 

2 10 


+ c 
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© 

j* {-v/sen 2.v - cos 2.v) 2 dx 

n x sen4.v cos2.v 2, . 

Rpta. - +- (sen2.v) 3 ~ +c 

2 8 2 3 

© 

j* sen 5-v. sen .v dx 

„ sen 4 jv sen 6 jc 

Rpta. - + c 

8 12 

© 1 

|* cos 3.v. cos 2.v dx 

_ sen x sen 5.v 

Rpta. -+- +c* 

2 10 

© J 

j* sen 3 jv. cos dx 

^ cos 3.v cos 9.v 

Rpta.- + c 

6 18 

© J 

j* cos 4.v. cos 2 jv dx 

_ sen2v sen6.v 

Rpta. - + - + c 

4 12 

® J 

j* cos 30.v.sen 20.v dx 

_ cos10 v cos 50x 

Rpta.- + c\ 

20 100 

© J 

j* sen 3.v. cos 5 jc dx 

„ cos 2.v cos 8.v 

Rpta. - + c 

4 16 

© J 

j* sen 2.v. cos 4.v dx 

„ cos 2jv cos 6 v 

Rpta.-- + c 

4 12 

© J 

* sen(4.v + 7). cos( 5.v + 8 )dx 

Rpta. — (9cos(v + l)-cos(9v + 15)) -c 

18 

© J 

\ cos(9 v - 20 ) .cos(5.v + 20 )dx 

„ 1 r sen(4v - 40) sen 14.v, 

Rpta. — [- - + -1 + c 

4 l 2 7 

© J 

sen .v. sen 3x. sen 5.v dx 

1, cos9v cos3v COS7V, 

Rpta. — cos x +- 1+c 

4 9 3 7 

© J 

cos x. cos 3x. cos 5.v dx 

1. sen 3v sen Ix sen 9.v. 

Rpta. — [sen.v +-h-+-] + < 

4 3 7 9 J 

© J 

sen 10.v. sen 20.v, sen 3 Ojv dx 

„ 1 r cos60v cos40.v , 

Rpta. — -- cos2(Lv] + c 

8 3 2 
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© 

@ 

@ 

© 

© 


© 

© 

© 

© 


J 


... ™ , A . „ , 1 sen20 y sen40,v senOOv, 

cos 1 0 a. cos 20 x. cos 3 Ojc dx Rpta. — [-+-+- 1 + c 

4 20 20 60 


J 


sen A'. cos 7 v.scn 1 1 a dx 


_ l r sen 3 a sen 19 v sen 5.v sen 1 Ix , 
Rpta. —[-+-] + ( 


4 3 


19 


17 


í 


cos a. sen 7 v. cos 11 x dx 


_ l r cos3.v cos5a cos17a cos 19v n 
Rpta.—[—-— + — -—-——] + t 


4 3 


17 


19 


J scn(2.v + l).scn(3A + 2 ).scii(5a + 3) dx 


_ 1 r cos( 10.v + 6) cos( 6a + 4) cos( 4 a+2), 

Rpta. — [-] + c- 

8 5 3 2 


J 


cos(a + 3).cos(3.v + 5 ).cos(5a + l)dx 


_ ^ l r sen(3A + 5) sen(7A+9) sen(9.v + 15) . lvl 

Rpta. —[ - + - +-+ sen(A + l)] + c 

4 3 7 9 


J sen 3 a. cos 3 a dx 


3 3 1 

Rpta. —cos 2a -cos 4.v + — cos6.v + c 

16 32 48 


J cos 2 a. sen 2 4a dx 


n x sen 8a sen2A sen6.v senl0.v 
Rpta.-—— + — ---——+v 


4 32 


48 80 


J 


cosh x. cosh 3.v dx 


Rpta. — senh4A + — senh2.v + t 
8 4 


J 


senh4.v.senh.ví/A 


Rpta. — cosh 5a + — cosh 3.v + c 
10 6 


J senh 2 a. 


cosh 5 a dx 


n senh7.v senh3.v senh5.v 
Rpta. ——— + ——-—— + í- 


28 12 


10 
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1.6,5 1NTECÍRACÍON POR PARTES.- 


E1 inctodo dc inlcgración por paries cs dc mucha utilidad cn la práctica. cuyo 
proccdimicnto cs dc la siguicnlc mancra: 

C’onsidcremos u = f(x) y v = g(x) dos funcioncs difercnciales en la vanablc x. 

De la fórmula para la dil'erencial de un producto de dos funciones sc licnc: 
d(uv) = udv + vdu, lo quc es equivalenle 
udv = d(uv) — vdu. integrando ambos micmbros sc licne: 




vdu 


-(*) 


La ecuación (*) se denomina “Fónnula para la integracion por partes’ 

Ejemplo de aplicación de este método 


Calcular las siguíentes integrales. 


Q J .c 2 1 n v dx 


Solución 


Comentario: Cuando se tiene un producto dc una función logarítmica inclusive 
afcctada de un exponentc por una expresíón en x, cn todos cstos casos. 
sc toma asi: 


Haciendo: 


m = 1 n x 
dv = x 2 dx 


, dx 
du - — 
x 




...( 1 ) 


v =- 


Ahora (1) reempla/amos cn la fórmula de intcgración por partes: 


Ja 2 \axdx = ^-ln.r-J—— simplificando 
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x' Inx 

__ 



J* lníjc +>/l"+ v 2 


)dx 


Solución 


Dc acucrdo al comcniario dcl ejemplo anierior sc tiene. 


Haciendo: 


u =ln(x + ‘Jl + a 2 ) 


d\ = dx 


du = 


dx 


477 


V = X 


Ahora aplicamos la fortnula de integración por partcs: 


íln(jr + -\/l + jr 2 )dx = xln(x + 4\ + jt 2 )- f - ---- - = x)n(x + 4) +.v : ) —\/l + x 2 

J J 4) + x 2 


+ í- 


® f x sen xx dx 


Solución 


Comentario: Todas las funciones trigonométricas multiplicados por una expresión 

en x se integran por partes donde las funciones u y dv se toman asi: 


Hacicndo: 


jt/ =x 

I dv = scn 3.v dx 


du = dx 

cos 3.r 


v = — 


Ahora aplicamos la fórmula dc integración por parlcs: 


r _ . a cos3.v f cos3.v , 

J vscn3 xd\ = -—-J --— dx = - 


x cos 3.v scn 3.v 


+ í- 


J (v + 2.\ + 3) cos 2.v dx 


Solución 
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Dc acuerdo al comcntario dd ejcmplo (3) sc tienc. 


Haciendo: 


u = x~ +2jc+3 
dv = cos 2x dx 


du = 2(.v + l)rfx 
sen2r 


v = 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes: 


J(jt +2a-*-3)cos2.v =———- sen 2a - J (a +1) scn 2xdx 


nuevamente a la intcgral J(v +1) scn 2a dx , lo calculamos por partes. 


Haciendo: 


ju = A+ 1 
| dv = scn 2a dx 


du = dx 

=> •{ cos 2 a 

v =- 


y aplicando la fórmula dc integracion por partcs. 


f. , . r + I , f cos2r , a + 1 . scn2r 

I (r + l)sen2Aflr =- cos2a- I- d r =- cos2a+ -+t ... 

) 2 J ' 2 4 


( 2 ) 


ahora reemplazando (2) en (I) se ticnc 


1 


i , , 4 , , a‘+2a + 3 _ a + 1 , sen2A 

(a +2a + 3)cos2a dx = -sen2v +- cos2a -+ c 

2 2 4 


(5) J xe 2 'd\ 


2a 2 +4a + 6 _ a + 1 , 

-sen 2a +-cos 2a + c 

4 2 


Solucién 


( 1 ) 


Comentario: Las funciones exponencialcs multiplicadas por una expresión cn x sc 

integran por partes y las funcioncs u y dv sc toma asi. 
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Haciendo: 


u = x 

dv = e 2x dx 


du - dx 

2.v 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes. 


JVv*=^—J 


2v . 2.v # 2x lx 2x 

m e dx xe e e 


2 4 


+ c = - —(2.v-l) + r 


J (x 2 + 3y - 1 )e 2 ' dx 


Solución 


Dc acuerdo al comcntario del ejemplo (5) sc tiene: 


Haciendo: 


u =x~ +3c-l 
dv = e 2x dx 


du = (2x + 3)dx 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes. 


J(y 2 +3x-\)e 2 'dx = 


2.v , _ x 2 + 3y -1 ix f 2y + 3 


-1*7 


e dx 


x~ +3y-1 7, 1 


e 2x -~ J(2y + 3)c ; 


2 2 


VY 


..( 1 ) 


Nuevamente a la integral J (2y+3)^ 2 ' dx, lo integramos por partes: 


Hacicndo: 


u =2x +3 
d\=e 2x dx 


du = 2dx 

,2.v 


V = 


Ahora aplicamos la fónnula de integracíón por partes. 


f/o ov ■>.< . 2 ' v + 3 2-r ff 

J(2y + 3)í? dx = - e -J 


2x 


,2.v 


e~" - |- 2dx = 

2 J 2 


2x + 3 -> x e ¿ . ,, 2 -v 

—-—e —— =(Y + lk" 

2 2 


( 2 ) 
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Ahora reempla7amos (2) eii (1). 



C. i , 7*1 x~ +3jt—1 i x 

(,v +3x-l)e dx = - e 

J 2 

J x arctgjc dx 


x +1 7 x x ~ + 2 jc — 2 -> x 

- e + c = - e 

2 2 


+ c 


Solución 


Comentario: Todas las íunciones trigonométricas inversas multiplicados por una 

expresión en x, se integran por partes donde las funcioncs u y dv se 
toman así. 


Haciendo: 


\u = arctg .v 
\dv=xdx 


du = 


dx 


v = - 


.v 


\ + x 2 

7 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes. 


f 4 , x 1 arctgx 1 f x 2 dx x 2 arctgx 1 r /( 1 

j * arctgjr dx = -- -j— 


x - arctgjc 


x 1 

— + —arctgjc + c- 
2 2 


x~ +1 JC 

-arctg.v — + c 

1 i 



J .V arcsen v dx 


Solución 


De acuerdo al comentario del ejemplo (7) se tiene. 


Haciendo: 


{ u = arcsenjc 
dv = x dx 



Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes. 
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í 


xrc sen * dx = 


x 2 arcsenx 1 r x 2 dx 


l r x~dx 


„.(i) 


nuevamente la integral J J = . Calculamos por partes. 


Haciendo: 


u=x 


dv = 


xdx 


Vl -x 2 


du = dx 

1v = -^ 


Luego aplicamos la fórmula de integración por partes: 


J * =-jcVl-x 2 -= -x^jl-x 2 + JVl--t" 




= -x^jl-x 2 +^‘Jl-x 2 +-^arcsenjc + c = -^(arcsenjc-jr\/l-Jc 2 ) + c... (2) 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


í 


jcarcsen 


. jc 2 arcsenx 1 , r. T 

x dx =-(arcsen jc - jc\1 - jc" 

2 4 


+ c 


2jc 2 -1 


arcsenjc + —VI -jc 2 +c 
4 4 


Jc ajt senixrfjc 

Solucién 


Comentario: Las funciones exponenciales multiplicadas por la fimción seno o 

coseno se integran por partes y las funciones u y dv se eligen de 
cualquíer forma, así: tenemos para nuestro caso: 
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Haciendo: 


u = sen bx 
dv = e ux dx 


du = b cos bx dx 


v = 


a 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes 


í 


e ax sen hx dx = 


e" r senAr b r 
a a J 


e ax cos bxdx 


( 1 ) 


nucvamentc a la integral J e“ x cos bx dx . lo calculamos por partes. 


Haciendo: 


u = cos bx 
dv = e ax dx 


du = -b sen bx dx 


a 


Luego aplicamos la fórmula de integración por partes. 


J e“ x s 


sen bx dx = 


e“ x cos bx c b ax , . 

e sen bxdx 


cos bx _ f /7 
a j a 


e ax cos bx b 


a 


r> f 

— I e S' 

a J 


sen bx dx 


..( 2 ) 


ahora rcemplazamos (2) en (1) es decír: 


i 


, , e ax senhx b r e“ x cosbx b c 

e scn hx dx =- ' 


a 


-H 1 


a a 


+-\e“' sen bxdx] 

a J 


e ÜX sen bxdx = —— ( a scn bx-b cos bx) -— í e“' sen hxdx 

J a^ a~ J 


n ^ J 


e sen bxdx = —— ( a sen bx - b cos bx) 
a~ * a~ 


\ 


e lix sewbxdx^ 


e ar ( a sen bx - b cos bx) 


1 

a 


c 
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Ejemplos diversos de integración por partes. 


J 


x arctg.v 




dx 


+ x 


Solución 


De acuerdo a los comentarios de los ejemplos anteriores. 


Haciendo: 


u = arctgv 

, xdx 
dv = 


\du = 


dx 


■Jv+x~ 


I + .v 2 
V = ->/l+Jt 2 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes. 


3 V1 + * 2 3 1 


■> dx 


+x‘ 


= Vl + Jf 2 arctgx- í . =-v/l + x 2 arctg.v-ln|.v + -\/l + Jc 2 I +c 

J Vl+Jc 2 



J 


x 2 dx 


(jr cos.v-sen.v)‘ 


Solución 


A la integral dada escribiremos así: 


r x 2 dx | 

[• .v 2 sen xdx \ 

p ,v x sen x dx 

' (.vcos.v-sen.v) 2 ^ 

sen .v(.v cos x - sen .v) 2 ■< 

sen.v (.vcos.v-sen.v) 2 


Haciendo: 


u = 


sen.v 


dv = ■ 


xsenxdx 


(jc cosv-sen v)' 


. sen.v -jc cos.v , 
du = --- dx 

sen - jc 

1 


v = 


.vcos.v-sen.v 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes. 
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f x 2 dx __ x _l*_(í 

' (,x cosjr-sen a) 2 sen*(*cos *-sen x) J sen 2 


(sen x - x cos x) 


a(a cos* -sen a) 


dx 


senx(xcosA - sen x) 


+ Jcos ec 2 xdx = ■ 


sen x(x cos x - sen x) 


CtgJf + C 


í 


x + sen x 
1 + cos x 


dx 


Solución 


Seconoce: 2cos 2 (—) = 1 + cos.y , sen.v = 2sen(—).cos— 

2 2 2 


Entonces a la integral dada escribiremos así: 


x + 2 sen(~) cos(^) j 


r y + senx r '? ?' if r ,x x . 

- dx = 1--- —dx = - 1 .rsec (-)dx + tg(-)rfx 

J 1 + cos x J ~ ^ i.x 2 J 2 J 2 

2 cos (—) 


...d) 


Ahora calculamos la integral J x sec 2 (-)dx , por partes. 


Haciendo: 


u = x 

2 X —^ 

dv = sec (—)dx 


du = dx 


,x. 


v = 2tg(-) 


Luego aplicando la fórmula de integración por partes. 


J x sec 2 (^)dx = 2x tg(^) - 2 J tg(^)£¿r 


Ahora reemplazando (2) en (1) 


r.r+senx . l r .a\ ^r ,.v, . , r ,x x . 

- - dx = -[x tg(-) -2 tg(-)í¿r] + I tg(—)r¿r +c 

J 1 + cos x 2 2 J 2 J 2 


...( 2 ) 


= j tg(^) - J tgíy)^ + J tg(y)«¿* +c= f ^) +c 
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© I 


cos v + A' scn x -1 
(scn x - x) “ 


dx 


Solución 


Como sen 2 v + cos J x = 1, entonces a la inteiíral dada escribircmos así: 


r cos v + x sen v -1 , r cos x + x sen r - scn * 

--—rfv= ---ñ 

J (scnv-v)' J (scnv-jv) 


JV-COS' X 


dx 


■/- 


cos .v(cos jc — 1 ) — scn v(sen x - v) 
(sen.v-jc) 2 


d\ 


Í cos v(cos x -1) r sen .v tí 
(sen.v-.v) 2 J (sen x - 


sen .v dx 

V) 


..( 1 ) 


., , , , , r cosv(cosv-l) , 

Ahora calculamos la integral I--— dx, por partes. 

J (sen.v-v)' 


Haciendo: 


u = cos x 

, cos x -1 
dv =-— dx 

(sen ,v —x)~ 


du = — sen xdx 

1 


v = 


sen x -x 


Luego aplicando la fórmula de integración por partes. 


í 


cos.v(cos.v-l) . cosx 

-— (tx =- 

(scn x —-v) _ sen 


)s x r sen .v 
x—x J sen.v — x 


... ( 2 ) 


Ahora reemplazando (2) en (1) 


r cos.v + xsen.v-1 . cosx f senx , r scn v 

- —dv = -+ - dx — - dx 

J (senx-x)' senx-.v J senx-x J senx-x 


(senx-x) 


cosx 

+ c =- + c 

senx-x 


J sec 1 x dx 


Solución 
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A la íntegral dada cscribiremos asi: 

j" sec 1 x dx = J sec 2 x. sec * dx = j" (1 ■+• tg 2 x ) sec x dx 

= Jsec .ví/r + j"tg 2 x. scc xdx =ln|secjc + tg.v| +Jlg 2 x. sec xdx ... (1) 

ahora calculamos la mtcgral J lg 2 v.scc x dx. por partes. 


Haciendo: 


\u = tg.v 

| d\ = tg x. scc xdx 


' du = scc 2 x d\ 


i = scc v 


Luego aplicamos la formula dc integración por partes. 


j" tg 2 .V. sec x dx = sec x. tg ,v - 3 j" scc 1 ,v dx 


.( 2 ) 


Luego reempla/amos (2) cn (1) se ticne: 

j" scc 3 ,v dx = 1 n | sec ,v + tg x + sec ,v tg x — j" scc 1 ,v dx 


J sec 1 A' dx = (ln | scc x + tg ,v | + seg „v tg a) + c 


I 


xe 


aretg .v 


(1+A 2 ) 3 2 


dx 


Soiución 


De acuerdo a los comentarios de los ejemplos antcriores. 


Haciendo: 


u = 


4i+ 


d\ = 


x 

1 + .V 2 


dx 


du = 


dx 


(1+A-) 3 '- 


v = t ' arcle ' 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partcs: 
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r nT+' 

f 

J (l + x 2 ) 3/2 



arctg x 


.3/2 


dx 


... ( 1 ) 


nuevamente 


r e aictgx 

integramos - , - - dx, porpartes 

J (1 + jc 2 ) 3 2 


Haciendo: 


u = 


dv = 


4^7 

,aictgjr 


\ + X 2 


dx 


du = - 


xdx 


(1 + a' 2 ) 3/2 


v = e ^ tgx 


í 


^rctg x 


Í¿Y- 


aictgx 


(1 + a- 2 ) 3/2 (1 + a 2 ) 3/2 J (1 + a 2 ) 3/2 




^atctgx 


Í¿X 


( 2 ) 


luego reemplazando (2) en (1) se tiene: 

Ye atctgx ^.^atctg x ^arctg jr ^atctg, 

(1 + a 2 ) 3/2 (1 + a 2 ) 3 ' 2 (1 + a 2 ) 1/2 J(1 + a 2 ) 3/2 


arctgjr 


atctg , 


f xe " _ 

J (l + x 2 ) 3/2 ' >/1 ' - 2 ' 1/2 


2(1 + )* 


(x-l)+c 


í 


arcsen^/x 

~7Í > 1/2 

(1-a) 


dx 


Solución 


Sea z=^¡x => x = z 2 


dx = 2zdz 


r arcsenVA . _r rarcsenz , 

- UT dx = 2 \ - ^z^dz 

J (l-jr) 1/2 J • 


(l-z 2 ) 1/2 


( 1 ) 


Ahora aplicamos el criterio de integración por partes. 


Haciendo: 


u =arcsenr 
zdz 


dv = 


(l-z 2 ) 1/2 


du 


dz 


(1-z 2 ) 1 ' 2 

2>l/2 
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Luego aplicamos la fórmula de integración por partes 


e z arcscn r r j f r 7 dz 

J (1-z 2 ) 1 ' 2 J (1-- ) 2 


= -(l-r 2 ) 1 2 arcsen z + z 


ahora reemplazamos (2) en (1), es decir: 


...( 2 ) 


f arcsen ^ dx = 2(—s/l — - 2 arcsen z + z)+c = -2-Jl -x arcsen -Jx + l4x + c 
J (1-jc) 1/2 


n) j" sen(lnx)í/x 


Solución 


Sea z = Injt => x = e z => dx = e z dz 


J sen(lnx)¿/x = J e z sen z dz 


Aplicando el criterxo de integración por partes. 


Haciendo: 


u = sen x 
dv = e x dz 


du = cos z dz 
v = e z 


Mediante la fórmula de integración por partes se tiene: 

9 

je z sen zdz = e z senz-Je 2 cos zdz 

nuevamente calculamos la integral J e x cos z dz, por partes. 


...( 1 ) 


...( 2 ) 


Haciendo: 


u = cos z 


dv = e z dz 


du =-senzdz 


v = e 


aplicando la fórmula de integración por partes. 
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je z cos zdz-e T cosr + je z sen zdz 


( 3 ) 


ahora reemplazamos (3) en (2) 
je z senrrfr -e z senr-e z cos z-j e z sen zdz 


/ 


e z sen zdz- — (sen z -cos z) 


Luego reemplazando (4) en (1) se tiene: 


J sen(ln x)dx = (sen z - cos z) + c 

j" sen(lnjc)í¿r = ^ (sen(lnjc) - cos(ln x)) + c 


/■ 


e^dx 


Solución 


- ( 4 ) 


Sea x = z 2 => dx = 2zdz, entonces: je^*dx = ljze z dz, integrandoporpartes. 


Haciendo: 


\u = z 
\dv = e z dz 


du=dz 
v = e* 


Aplicando la fórmula de integración por partes: 

# 

je^ dx = 2(ze z -je z dz)+c=2(ze z -e z )+c =2e z (z-l) + c = 2e^*(4x -l)+c 


© / 


jr arctg x 
\ + x 2 


dx 


Solución 


Sea z = arctg x 


dz = 


dx 


1 + x 2 * ahora reemplazando en la integral, 
x = tgz 
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f - arct g* fa = \ z ig 1 zdz , aplicando el criterio de integración por partes. 
J 1 + jc 2 J 


Haciendo: 


u = z \du = dz 

dv = tg 2 zdz |v = tgr-z 


Mediante la fórmula de integración por partes se tiene: 


í 


x~ arctgjc 


dx = jz tg 2 z dz = z( tg z-z)-j (tgz- z)dz 


7 i i , z L , . / . . i arctg x 

= z\gz-z~ - ln|secz|+ — + c = xarctgjc-ln|sec(arctgA')|-^— 



í 


arcsenjc 

( i -* 2 ) 3 ' 2 


dx 


Solucién 


Sea z = arcsenA' 


\dz = - 


dx 


(1 -jc 2 ) 1 ' 2 , ahora reemplazamos en la integraTdada: 
|A' = senz 


r arcsenx r arcsen x r zdz r 


sec zdz 


Ahora aplicamos el criterio de integración por partes. 

Haciendo: 


u=z 


dv = sec z dz 


Luego aplicamos la fórmula por partes: 


| du = dz 
[v = tgz 


r arcsenx , r , 

- —~T-dx = ztgz- tgzdz + c =ztgz-ln|secz|+c 

J (1-jc 2 ) 3 ' 2 J 


jc arcsen x 
(1-a- 2 ) 1 ' 2 


1 

2 


ln(l-jc 2 ) + c 


+c 
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im 


im casos 


En esta parte consideremos el cálculo de las integrales, mediante ciertas técnicas, 
llamadas el método de los coeficientes indeterminados y se considera las siguientes 
integrales. 


lro. Las integrales de la forma: 



Donde P„(x) es un polínomio de grado n, para él cálculo de estas integrales se 
expresa así: 



donde Q„ (jc) es un polinomio de grado n de coefícientes por calcular, es decir: 

P„(x) = a„x n +a„_ l x nl +...+ fl,A+fl 0 , Q„(x) = b„x n +b„_ l x n 1 +...+b l x + b 0 

y se trata de calcular los coefícientes de Q„ (x), los que se obtienen derivando la 
ecuación (1) y después se aplica la identidad de polinomios. 

Ejemplo: 

Calcular la integral: |(x 3 +5x 2 -2 )e lx dx 

Solución 

De acuerdo al criterio establecido, a la integral dada escribiremos en la forma: 

t 

J (x 3 +5X 1 -2)e lx dx = (Ax 3 +Bx 2 +Cx+ D)e 2 * +c ... (1) 

Para calcular A,B,C y D derivamos la ecuación (1) 

( x 3 +5x 2 -2)e lx =2(Ax 3 +Bx 2 +Cx + D)e lx +(3 Ax 2 + 2Bx+C)e lx 

(x 3 +5x 2 -2)e lx =(2Ax 3 +(2B + 3A)x 2 +(2C+2B)x + (2D + C)e lx 

x 3 +5x 2 -2 = 2Ax 3 + (3 A + 2 B)x 2 + (2B + 2C)x + C + 2D 
















118 


Eduardo Espinoza Rantos 


Ahora por identidad de polinomios se tiene: 


2A = \ 

3A + 2B = 5 
2B + 2C = Q 
C + 2D = -2 



Luego reemplazando (2) en (1) se tiene: 

J(A' 3 +5x 2 -2)e lx dx = ^(4x 3 +I4x 2 -\4x + \)e 2x +c 

Observación: En general se puede probar que: 




P"W P"'M. , 

+• . . ., -W--r,rrí: 

$ cr 


... ( 2 ) 


Comprobemos con el ejemplo anterior. 


í 


3 7 _ 2 JT . elX r 3 2 /» 3 a' 2 + lOx ÓJC + 10 6. 

(x 3 + 5x~ - 2)e 2x dx = - [x 3 + 5a 2 - 2 -+-] + c 

2 2 4 8 


e " f/i_3 . i /i„2 


[4x 3 +\4x 2 -\4x-f\ + c 


2do. Para las integrales de la forma: 






Donde P(x) es un polinomio. 

É1 calculo de estas integrales se obtienen mediante las expresiones siguientes: 
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- cos(ax) 


j" P(x) sen(ax)dx = — 


, v , P"<S) . P W U) 

p(x) - — + - - - 


a 


a 


. sen (ax) r F(x) F'\x) . P v (x) , 

' L i + < •••! 


a a 


a 


sen(ax) 


J P(x)cos(ax)dx = 


P(x)~ 


P"(x) , p m (x) 


a 


a 


cos (ax) r F(x) P"'{x) P v { x) 


a 


-[■ 


--.J 


a 


a 


Ejemplo: Calcular la integral J (2jc 4 + 2x -1) cos 2jc dx 


Soluclón 


De acuerdo al criterio se tiene: 


P(x) = 2x 4 +2a-1 => F(jc) = 8x 3 +2 


P”(x)= 24x 3 


P m, (jc)=48x 


P ,v (x) = 48 


J(2x 4 + 2x -1) cos 2x dx = 


sen 2x r x F'(x) ^(x). cos2x r P'(x) F"(x). 

-[P(x)-—+-—]+-[——-——]+c 


16 


8 


^?^[2jc 4 +2jc-1 


24jc 2 48, cos2x r 8x 3 +2 48x 




4 16 


]+c 


(2x 4 -6 jc 2 + 2jc + 2)^-^ + (2jc 3 -3a+-)cos2jc + c 

2 2 


2 
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OB SERVACION.- 


Los casos especiales de integración por partes 
y que son de la forma J P(x) = e ax dx , J P(x) 


analizados 

senaxdx. 


J P(x) cos axdx. 


donde P(x) es una función polinomica que se puede derivar varias 


hasta anularse y e ax , sen ax, cos ax, puede integrarse varias veces sin dificultades, en 
estos casos, existe una forma de organizar los cálculos que simplifícar el trabajo, este 
criterio ilustraremos mediante los siguientes ejemplo: 


Ejemplo.- Calcular la integral J x 5 e x dx 

Solución 


J x 5 e x dx = J f(x).g(x)dx donde f(x) =x 5 y g(x) = e x 



Ejemplo.- Calcular la íntegral j(x3 + x + 5)e 2x dx 

Solución 
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J (jc 3 + x + 5)e 2x dx = J / (jt).g(jt) dx donde f(x) = Jt 3 + jc + 5, g(jt) = e 2x 



e 2x 6e 2x 
8 16 


+ c 


Ejemplo.- Caicular la integral J jc 2 cosjc dx 

Solucién 

J x 2 cos jc dx= J f (jt).g(jc) dx donde f(x)=x 2 y g(x) = cos x 




g(x) = COS X 


senx 


- cosx 


-senx 


J jt 2 cos jc dx = jt 2 sen jt - (2jc)(-cosjc) + 2(-sen jc) + c 
= x 2 sen jt + 2jc cos jc - 2 sen x + c 
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Ejemplo.- Calcula la integral j (x 3 - x + 7) sen 2x dx 

Solucién 

J f(x).g(x) dx = J(x 3 - x + 7)sen 2x dx , donde f(x) = x 3 - x + 7 y g(x) = sen 2x 


f(x) = x 2 - x + 7 g(x) = sen 2x 

cos2jc 
2 

sen2jc 
4 

cos2jc 
8 

sen2jc 
16 


r, 3 _ v , ,3 „ v cos2jc 2 sen2jc v 

|(jc J -jc + 7 )senx dx = -(x -jc + 7 )-( 3 jc z -1)(-) + 

J 2 4 

, ,cos2jc v 6sen2jc 

+ 6jc(-)-+ c 

8 16 

. 3 _,cos 2 jc ? , v sen2 jc 3 jccos 2 jc 3 sen 2 jc 

= -(x - JC + 7 ) -+ (3x - 1 ) -+- 

2 4 4 8 



■W EJ^CICKSS PROPWfOS,- 




Calcular las siguientes integrales: 


Jjc"in xdx, n*-l 

Rpta. 

© 

Rpta. 


x" +1 1 

-—(lnx- —)+c 

/i + l n + 1 


1 /i_3 
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® 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 



f ^JLdx 

J x 5 ' 3 


fÜÍ"*)* 

J cos~x 


J(x 2 - 2 x + 3)ln jc dx 

J x 3 ln 2 xdx 
J In 2 xdx 


f xlnx 
J (l-x 2 ) 1; 


■dx 


f x ln (-|——)dx 
J 1 + x 

lnx 


dx 


ln(lnx) 


dx 


J ln(-Vx + sf\ 


\ 


ln(2+Vx) 


+x)dx 


dx 


J(7+x-3x 2 )<r'dx 


8 9 

Rpta. -——(—ln 2 x+31nx + 2)+c 

28x3/2 4 


Rpta. tgxln(cosx) + tgx-x+c 


x 3 9 x 3 x 2 

Rpta. (-x 2 +3x)lnx-+-3x + c 

3 9 2 


4 4 4 

Rpta. ln 2 x—lnx + ——i-c 
4 8 32 


Rpta. x(ln 2 x-21nx+2) + c 


Rpta. Vl-x 2 (l-lnx) + ln ( 1, ~^ 1 * —) 


+c 


„ A x - 1 . , 1 -x, 

Rpta. — - —ln|-|-x+c 

2 1 + x 


„ . l + 21nx 
Rpta. -+c 

4x 2 


Rpta. lnx(ln(lnx)-l) + c 


Rpta. (x + — )ln(sfx+ -JV+Í)-—4x* +x + c 


V?-4. 


Rpta. —--ln|V*+2|— —— +*]x+c 


V7 , 


Rpta. (3x 2 +5x-2)c +c 
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g) J-" 

^ J (1+x 


x)' 




Rpta. -+ c*+c 

1 + x 


J 


.1/* 


dx 


Rpta. — e l/x +c 


© J(2jc-3)(x 2 —3jc —l) 4 ln(x 2 -3x-1)í¿c 


Rpta. —— 3 * 1} (ln(x 2 -3x-l)-j)+c 




í 


x 2 c X dx 


Jx 3 e- X,3 dx 


Rpta. -e *(x 2 + 2x + 2) + c 


Rpta. -3e * /3 (x 3 +9x 2 +54x + 162)+c 


9 


( 20 ) J(x 2 -2x+5)e X dx 


Rpta. — (jc 2 +5)c x +c 


@ J(x 3 -3x)e 6x dx 


6x 

Rpta. — (36x 3 -18x 2 -102x + 17)+c 
216 


© j 


3jt+ 2x-l 


4e 


3* 


dx 


-3jt j 

Rpta.- (3x 2 +4x + —) + c 

12 3 


© J(8x 


-4x, 


3 +6x 2 +2x+5)e Ax dx Rpta. c 4 *(2x 3 +—+ —) + c 

2 8 


( 24 ) J arctgVx dx 


Rpta. x arctg -Jx - 4x + arctgVx + c 


25) J x arctg z x dx 


Rpta. -^-((x 2 +l)arctg 2 x-2xarctgx + ln|x 2 +11)+c 


© J 


arctgx 
x (1+x - ) 


dx 


_ • 1 x ,1 arctg - x 

Rpta. ln -—— —arctgx--—+c 

0+x 2 ) 1 ' 2 * 


2 
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27 ) fHEMí 


j x 2 


dx 


n , . , x . arctgx 

Rpta. In | .-- |- f^+c 

V 1+x 2 ^ 


(28) jx 1 arctg3xíic 


r 3 2 , 

Rpta. — arctg3x - + - ln 11 + 9x 1 \ +c 

3 18 160 


@ í-^^Ve'd* 


_ 2xe x x 

Rpta.- e +c 

x + 1 


í 


x . .x + 1 
ln(- )dx 


Vl-x 2 x 1 


Rpta. -y/l-x 2 ln| ——- 1 +2arcsenx +1 
x +1 


(3l) J arctg(-v/x+l)rfx 


Rpta. (x + 2)arctgVx + l —v/x + 1 +c 


(32) J x arctgVx 2 -! dx 


Rpta. —arctgVx 2 -1 — -yjx 2 -1 +c 
2 2 


( 33 ) J arctg-JVx-lr¿c 


7 9 W 7 

Rpta. (w +1) arctg w -—(vv +3) + c 


donde w = VVx-1 


© í 


xarctgx 
(1 + x 2 ) 2 


dx 


„ arctgx arctgx x 
Rpta. — f - Z-T-+ - -+c 

4 2(l + x 2 ) 4(1+ x 2 ) 


© J 


x -xarctgx 
(1 + x 2 ) 2 


dx 


Rpta. x+ 


x 7x +5 
2(1+x 2 ) ^4(l+x 2 ) 


í7rc.tgx+c 


í 


arclgVjc 

~ 2 r“ 




Rpta. 2-Vx arctg Vx + ln 11 + x | +c 


( 37 ) Jxsec 2 xdx 


Rpta. xtgx+ln|cosx|+c 


(SÍ) Jxtg 2 xdx 


Rpta. xtgx——+ ln|cosx|+c 
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( 39 ) jsenljxdx 


Rpta. 3((2- ^fx*) cos \[x + 2.\[x sen \[x)+c 


© 5 


xsenjtcosjcíít 


sen2jr x 

Rpta.- cos2jc+c 

F 8 4 


4l) J x 3 sen x dx 


Rpta. -x 3 senx+3x 2 senx + 6xcosx-6senx + c 


42) J(x 2 +5x + 6)cos2xtit 


2x 2 +10x + 11 2x + 5 

Rpta. -sen2x +-cos2x+c 


43) Jxsec 2 3xtít 


X 1 

Rpta. — tg 3x ln | sec 3x | +c 


(^ 4 ) Jxcoscc 2 (— )dx 


Rpta. - 2xt tg(y) + 4 ln | sen(~) | +c 


© í 


x 2 sen xdx 


Rpta. - x 2 cos x + 2x sen x + 2 cos x+c 


(4ó) J9xtg 2 3xtít 


9x 

Rpta. 3xtg3x——+ln|cos3x|+c 


© 

© 


J-4 


dx 


sen~ x 


J scn-Jlx dx 


Rpta. -xctgx+ln|senx|+c 


Rpta. —y¡2x cos-\/2x +sen^[2x+c 


® 


Í xcosx , 
——dx 
sen x 


Rpta. - — + ln|tg(^)|+c 

senx 2 


(so) J x cos 3x dx 


n . x , cos2x 

Rpta. — sen3x+-i-c 

3 9 


5^ J x sen 2 xdx 


_ . x" xsen2x cos2x 

Rpta.-+ c 

4 4 8 
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© í 


¥ cos x dx 


„ 3*(senx+ln3.cos jc) 
Rpta. —---- - + c 

l + (ln3) _ 


® J 


© 


sec xdx 


Í arcsen x , 
-==-dx 

'\X +1 

J (arcsenjc) 2 rfx 
J arccosxrfx 


í 


arcsenjc 


dx 


(58) J jc arcsen(jc 2 )dx 

( 59 ) J 6jc 2 arcsen 2jc dx 

J arcsen2jccíc 

Í xarcsenjc 
(1-jc 2 ) 3 ' 2 

J (arccos jc - In x)dx 

f i 1 

I 4jc arcsen(— )dx 
J x 

arcsen->/jc , 


í 




_ . secjctgjc,- 2 3. . 

Rpta. -— (2sec jc+3)+— ln secjc + tgjc +c 

8 8 


Rpta. 2-Jx + 1 arcsen jc + 4^1 -x+c 


Rpta. jc(arcsenx) 2 + 2arcsen x.f2-x 2 -2x + < 


Rpta. xarccosx-Vl-Jf 2 +c 


_ arcsenjc . . jc 

Rpta. -+ ln|- TT7t\ +c 

x 1 + (1 —jc 2 ) I/2 


j 1 

Rpta. — arcsen(jc 2 )+— fl-x 4 +c 


„ . o 3 o a/1-4jc 2 (1-4jc 2 ) 3 ' 2 

Rpta. 2jc arcsen 2 jc+---—- +c 


12 


Rpta. xarcsen2jc + 


Vl-4jc ; 


■+c 


_ arcsenjc 1. ,1-jc. 

R P ta * t:— n7r + ó ln li —\ +c 

(l-x 2 ) 12 2 l + JC 

« 

Rpta. jcarccosjc--\/l-jc 2 -jc(lnjc-l)+c 


Rpta. jc 4 arcsen(—) + — + fx 2 -1 + c 
jc 3 


Rpta. 2 -Vjc arcsen -fx + 2-fl-x + c 
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(D 

• __ _ _ 

1"x 2 arcsenxí/x 

© j 

|^xcos 3 xdx 

© j 

J" e r cos3xdx 

• 

© 

r sen 2 x , 

, * 

} € 

© J 

1* e* sen x sen 3x dx 

© J 

1* e” cos bxdx 

© J 

j* e lx cosíc'lí/v 

© J 

sec 2 (lnx)rfx 

© J 

j'x 3 c“ jr dx 

© J 

| xarcsecx dx 

© J 

(arcscc x ) 2 dx 

© J 

x 2 arctgx dx 

© J 

sjx ln x dx 


Rpta. — arcsenx-— (1 — jc 2 ) 3/2 +l(i-x 2 ) 1/2 + c 
F 3 9 3 


„ . X 3 2 cos 3 X 

Rpta. xsenx—sen x+—cosx+-+c 

3 3 9 


Rpta. (3 sen 3x - cos 3x) + c 


_. e * ,cos2x-sen2x. 

Rpta. - ( - ) + c 

2 5 


Rpta. — ( 


e* ,2 sen 2x + cos 2x 4 sen 4x + cos 4x 


17 


)+c 


_ „ x (bsenbx + acosbx) 
Rpta. e -r--- +c 

ar +b 2 


Rpta. e senc +cose +c 


Rpta. x sen 2 (ln x) - (x sen(21 n x) - 2x cos(2 lnx))+c 


1 

Rpta. e (x + 1) +c 


o * Vx 2 -1 

Rpta. —arc secx -+ c 

2 2 


_ 2 2 2 1 x-l . 

Rpta. xacr sec x —--ln|-|+c 

x -x X 2 x + 1 


Rpta. —arctgx-—+—ln(l+x 2 )+c 
2 6 6 


Rpta. — x 3 2 lnx-— x 3 2 +c 
3 9 
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(78) Jsen x. ln(l + sen x)dx Rpta. -cosxln(l+senjc)+jc + cosjr+c 

( 79 ) Si f”(x) = -a f(x) y g”(x) = b g(x) , donde a y b son constantes encontrar la 

íntegral í f(x).g”(x)dx. Rpta. [f(x).g'(x)-f’(x).g(x)]+c 

J a + b 


( 80 ) Jcos(lnjc)c/jc 


Rpta. —[sen(lnx)+cos(lnjc)]+c 


Rpta. (^—+x+—)arctg2x-—x-—ln(4x 2 +l)+c 
2 8 4 8 


Rpta. e x (x 2 + 3 jc - 4) + c 


(8l) J (3jc +1) arctg 2 jc dx 

(SÍ) J(jc 2 +5x+l)e*dx 


(S) J(jc 2 +jc+l)senxdx Rpta. (2jc + l)senx-(x 2 +jc-1)cosx+c 

(m) J (3x 2 + 7x + \)e x dx Rpta. xe* (3x +1) + c 


§) J(x 2 -5x+1 )e~ x dx 


Rpta. -e X (x 2 -3x-2)+c 


x 2 +3x + 4 


® JM? 


dx 


Rpta. — e x (x 2 + 5x+9) + c 


(87) J(x 2 +2x + 5)(2senx+3cosx)c/x 


Rpta. (3x 2 +10x +13)senx-(x 2 -2x-2)cosx+c 


(§§) Jx 2 ln(x 6 - \)dx 


Rpta. i[(x 3 -l)in|x 3 -l|-(x 3 -l)J 


+j[(x 3 +l)ln|x 3 +11 —(x 3 +1)]+c 
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(S) Jln 2 (jt + Vl + jc 2 )dx 

Rpta. x ln 2 (x + -\/l+-T 2 )- 2-Jl-x 2 ln(x + -J\+x 2 ) + 2x+c 
® J(2jf 4 + 2x -1) sen 2x dx 

Rpta. (2x 3 -3jc+y)sen2jc-(jc 4 -3x 2 +x+l)cos2x+c 


® \ 

\xV- x dx 

@ Jx 2 (jc 3 + 1) 2 lnjc dx 

@ Jarcsen-v/3jcíic 

® j 

ln(jc 2 + 2)dx 

(lítt) J (jc 2 + Ix - 5) cos 2jc dx 

(l04) J (\n(x) x ) 2 dx 

@ j 

\e 2x senjccosx dx 

(lOó) je~ x cos3jc dx 

(l07) J x y e x2 dx 

® J 

rsen jc , 

- dx 

1 e* 

@ JJC 2 arcsenjc dx 

@ J(arcsenjc) 2 cic 

© J 

' e ix sen 4jc dx 

(n2) Jjc 2 e x sen;c dx 

(m) J Ylnx * 

(x 2 -l) 2 


1.6.8 INTEGRACION POR SDSTITDCION1RIGONOMETRICA.- 


Sea u =f(x) una fünción de x. En muchos casos es posible calcular una integral 
efectuando una sustitución trigonométrica, y estas integrales son de la forma: 



Donde R es una función racional. 

Ahora daremos un criterio para calcular estas integrales, para esto consideremos los 
siguientes casos: 
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ler. Caso. Para la integral dc la forma: 

Consiruimos un triángulo rectángulo. 

Se toma la función: 




U 


„ u 
tg 0=- 
a 

u=algG 


u. 


6 = arctg(—) 


a 


du = a sec 2 6d6 


Las demás funciones se toman de acuerdo al integrando que se tenga. 


2do. Caso: Para la integral de la forma: 


' /-m }du y a > 0 


Construimos un triángulo rectángulo. 

Se loma la función: 


sen fí = — 



u =a sen 6 


6 = arcsen(—) 
a 

du =acos6 dG 


Las demás fimciones se toman de acuerdo al integrando que se tenga. 
3er. Caso: Para la integral de la forma. 



Vw 2 , a> 6 

í 'x • ...:.. •• .v. ,r, 


Construimos un triángulo rectángulo. 

Se toma la función: 



o u 

sec 6 = — 


u=asec6 


6 = arc sec(—) 
a 

du = a sec 6 tg 6 d6 


Las demás fiinciones se toman de acuerdo al integrando que se tenga. 
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Observación: Se trata de la sustitución trigonométrica del tercer caso 

J R{u,4u 2 -a 2 )du , se procededel siguiente modo: 

a) Se calcula la integral para u > a. 

b) Se calcula ia integral para u < -a, luego se hace la sustitución v = -u, de donde él 

calculo de la integral se reduce a la parte (a). 

c) Por lo tanto la integral resultante se compone de dos mtegrales, una para el 

mtervalo u > a y la otra para el intervalo u < a (ejem. 3). 



Sin embargo estas integrales pueden resultar iguales y dar una sola expresión para la 
integral dada (ejem. 4). 


Ejemplo de aplicación de éste criterio.- Calcular las siguientes mtegrales: 

f x 2 dx 
J (9+jc 2 ) 1/2 

Solucién 

Aplicando la sustitución del ler. caso: 



Se toma la fimción: 


x = 3tg0 


Además sec 6 = 


(.r 2 +9) 1/2 


6 = arctg(^) 

► < 3 

dx = 3sec 2 GdG 
(x 2 +9) 1/2 =3sec G 


f x 2 dx _ f 

J (9 + jc 2 ) 12 "J 


9tg 2 0.3sec 2 GdO 


3sec 6 


= 9j tg 2 G. 


sec 6 dG 


= 9j(sec 2 G-l)secOdG =9j(sec 3 G~~sec6)d6 
= 9[^ (tg 6. sec 6 + ln 1 tg 6 + sec G |) - In | tg 6 + sec 6 1 ] + c 
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— (tg0.sen0-ln|tgfl + sec0 |) + c 


9 r x x 




x 2 +9 


-ln| —+ 


x.V? 


+ 9 


3 3 


I ] + c 


9 r x 2 . . x + t/9 + x 2 n 
=-[— - -ln -]+c 

2 3 ^ 5 ^ 3 


© J- 




Vl6 + 9x 2 


Solución 


A la integral dada escñbiremos así: f- . = = f- _ : 

J x 2 Vl6 + 9jr 2 J x 2 ^4 2 +i3x) : 


Aplicando la sustitución del ler. caso se tiene: 

tomando la fiinción: 



3x 


tg0 = 


3x 


4 

4tgfl 


6 = arctgÁ 
4 

4 ■> 

dx =— sec" G dG 
3 


secfi = 


Vl6 + 9x 2 


Vl6+9x 2 = 4sec 0 


Ahora hacemos las sustituciones 


f_ rfx - f 3 

* J 16 . 2 


4 -sec 2 


3 rsecGdG 


r secü 

jc 2 ->/l6+9jc 2 J il t g 2 ft4sece ‘s ’ e 

9 6 


3 r cosO 3 f _ 

= — I —^—¿0 = — ctg0. 
16J«*n 2 fl 16 J 6 


16 J sen 2 0 16 


cos ecGdG 
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3 . 3 Vl6 + 9jc 2 Vl6 + 9x 2 

=-COS£C0 + c --+ c =- 

16 16 3x 16jc 


+ c 


© h 


dx 




Solución 


De acuerdo aJ tercer caso se considera dos partes. 
lra. Parte.- Si x > 2, se tiene la sustitución. 



Vx 2 -4 


/i x 

sec 0 = — 


x = 2 sec 0 

V* 2 -4 


tg^ = 


0 =crrcsec(—) 
c/x = 2 sec 0. tg 0 d6 

-Jx 2 -4 =2tg0 


Ahora haciendo la sustitución en la integral 


f c/x _ f 2 sec 0. tg 0 ^ f 
^ x 3 Vx 2 -4 8sec 3 0.2tg0 


cos 2 0 


d0 


— f(l + cos20)d0=~(0 + ^^)+c =t 7 (6+ sen 0. cos 0) + c 
16 J 16 2 


16 


1 . .x x 2Vx 2 —4. . _ 

: — (arc sec(—) +---) + c si x > 2 

16 2 r 2 


2da. Parte.- Si x < -2, se tiene la sustitución x < -2 => -x > 2, ahora hacemos el 

cambio de variable y = -x aquí se cumple y > 2. f 


dy 


f dx f -dy _ f 
x 2 V * 2 -4 -y 3 ^y 2 - 4 y 3 V.v 2 -4 


1 y 2-Jy" - 4 

=—(flrcsec(—) + ——^-) + c de la (Ira. parte) 

16 2 y“ 
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1 . -x. 2 -Jx 2 -4 x 

=—(arc sec(—)+---) + c, si x<-2 

16 2 jr 2 


Demostrar la formula f -=. ¿L =ln|x + ^jx 2 -a 1 | +c 

J VJf 2 ~a 2 


Solución 

De acuerdo al tercer caso se considera dos partes. 
lra. Parte,- Si x > a => se hace la sustitución. 



x 

6 = arc sec(-) 

< a 

dx = asec6.lg6d8 



= aig6 


Ahora sustituimos en la integral dada. 


f =f asecsl 8% fl =f 


a sec 6. tg 6 


tg 6 


d6 = I sec0 d6 


!■ «i , , x Vx 2 -a 2 . 

= ln|sec0 + tg6|+Ci = ln¡ —+-|+c, 

a a 



-ln¿i =ln|x+Vjf 2 -o 2 l+c. 


six>a 


2da. Parte.- Si x < -a => -x > a, luego hacemos la sustitución y = -x aqui se 
cumple y > a. 



= -ln|y+'y/y 2 -a 1 |+c, de la(lra. parte) 
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-Inl-xW * 2 ~a~ j+c, 2 =ln|- - —r~Í7Tl +c i 


-x + (x^-a 2 ) 1 ' 2 


ln|x+Vjf 2 -Q 2 l+c, si x<-a 
dx 


resumiendo se tiene: f ■ j ■ — - = ln |x + sjx 2 -a 2 \ +c 

J Vx 2 -a 2 


© hS 


477 


Solueién 

De acuerdo al criterio del ler. caso se tiene: 



Tomando la función: 


' se -H 

x=j5lg6 


6 = arctg(—=) 

Js 


secfí 


dx=J 5 sec 2 6 dB 

- 477í = j5sece 


-Js 


ahora hacemos las sustituciones en la integral 

r dx _ r -\/5sec 2 6d6 _ 1 r cosfi 

x 2 Jx 2 +5 5 tg 2 6sj5sec6 5 J sen 2 6 


d6 


1 f _ _ cos ec6 Jx 2 + 5 

= —J c\g6.cosec6d6 =-+ c =-+ c 


5x 


© J 


dx 


( x 2 -2jc + 5) 


3/2 


Solución 


A la integral escribiremos así: 


r dx _ r_ dx _ 

J (x 2 - 2x + 5) 3 ' 2 ~ J [(x -1) 2 + 4][(x -1) 2 + 4] 1 ' 
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Aplicando el criterio del primer caso se tiene: 



X * 1 


Tomando la función: 

tgG=^—^ 

2 => 

x = \ + 2tg6 


6 = arctg(~^-) 
dx = 2 sec 2 OdG 


sec 6 


^ +4 => ^/(jc— l) 2 + 4 =2secfi 


ahora hacemos la sustitución en la integral 


f_*_=f 

Jrv 2 -?r + n 3/2 J 


2sec 2 0d0 1 


(jc~ —2jc + 1) 


4sec 2 6.2sec6 4 


■ÍJ 


cos 6d6 


sen 6 x-l 

- + c =— - — + c 


4-\/jc 2 —2jc + 5 


© 1 


x 3 dx 


4 ? +2jc + 5 


Solución 


A la integral dada escribiremos asi: 

x 3 dx 


f x 3 dx _ j* 


^jx 2 +2.V + 5 ^(x + l) 2 +4 

Tomando la función: < 



, aplicando el criterio del primer caso se tiene: 

JC + 1 


X + 1 


tg0=- 

2 => < 
jc = -1 + 2 tg 6 


_ ,Jf + l 

6 = arctg(-y-) 

dx = 2 sec 2 6 dG 


sec 6 = 


■y) jc 2 +2jc + 5 / ? , _ 7 _ „ 

- => Vjf' +2 jc + 5 =2sec0 


ahora hacemos las sustituciones en la integral dada. 
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f x\ix _ f 
V* 2 +2jc + 5 


(-.1 + 2 tg0) 3 2sec 2 6d6 
2sec 6 


= J(-l + 2tg6) 3 sec 6 


de 


= J(8tg 3 0-12tg 2 6 + 6tg0-l)sec0í/0 


g 

=jsec 3 G-ótgG.secfl + Slnlsecfl + tgíH-^secG+c 


=-^(jc 2 +2jc+5) 3 ' 2 +2x+5 +51n|x+l+Vx 2 +2x+5 |-Vx 2 +Zv+5 


+c 


= Vjc 2 +2jc + 5( 2x " 5x 5 ) + 51n|x+l+Vjc 2 +2x + S| 

6 


+c 


® i 


e X dx 


(9e' 2x +1) 3/2 


Solución 


f e x dx f c x dx 

A la integral dada escribiremos asi: ---—- = - , = 

J (fe- 2 ' + 1) 5 ' 2 J (( 3 e ~*) 2 +l)-y/( 3 e ~‘) 2 +1 


Aplicando el criterio del primer caso. 

Tomando la función: 



3e 


-x 


tge = 3e~ x 

-x tg6> 


6 = arctg(3e x ) 


e x dx = - 


sec 0 = ^¡9e 2jr +1 


sec 6 d6 


sec~ 6 =9e 2x +1 


ahora hacemos las sustituciones en la integral dada. 


1 

■a 

K 

1 j* sec 2 6d6 

- 

J (9e~ 2x +1) 3/2 

3 J sec 2 0.sec0 

3 J 


cos 6d6 
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senO 

- +c = 

3 



+ c 


© í 


(2*-5) 

^¡4x-x 2 


dx 


Solucién 

A la inlegral dada escribiremos así: 


(2x-S) 


íJ-LJLdx= f - 

J V4j k ^ x 2 J <J4-(x-2) 2 


dx , aplicando el criterio del 2do. caso se tiene: 



X - 2 


Tomando la función: 

r a Jf-2 
sen 6 = - 

2 => 
x = 2 + 2sen0 

^4x-x 2 


cos 6 = 


x —2 

6 =• arcsen(——) 
dx=2 cos 6 d6 


■\¡4x —x 2 = 2 cos 0 


ahora hacemos las sustituciones en la integral dada. 


f 5) dx= f S6n .lcosOdQ = f (4sen0-l)í/0 =-4cose-í) + c 
J 2cose J 


= -2-¡4x-x 2 -arcsen (* ^ ) + r = -2^4x-x 2 - arcsen ( X ~ ) + c 




Solucién 


Aplicando el criterio del 2do. caso se tiene: 
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Tomando la función: 


{ sen0=* 
jc = sen0 


Í0 = arcsen* 
[dx = cos 0 d6 


cos0 = -\/l — jc 2 

ahora hacemos la sustitución en la integral dada. 


f x 2 dx 


í 


sen 2 6. cos 6 d6 
cos 6 


Jsen 2 6d6 =—J(1 - cos 26)d6 



sen 20 \ ,. _ 1 , r 7 ; 

-) + c =—(0-sen0.cos0)+c =—(arcsenjr-xVl-Jc' ) + c 

2 2 2 



f (2jc-3) 

J (jc 2 +2jc-3) 3/2 


dx 


Solución 


A la integral dada escribiremos así: 


r (2jc— 3 )dx 

•I (jc 2 +2jc-3) 3/2 


í 


(2jc-3 )dx 


((jc + 1) 2 -4)^/(jc + 1) 2 -4 


Aplicando el criterio del 3er. caso se tiene: 

Tomando la función: 



sec 6 


JC + 1 


jc = -l + 2sec0 


lg0 = 


(x 2 +2x-3) hl r^¡ “ r n . n 

- => - yx ~ + 2jc— 3 =2tg0 


6 = arcse¡c(^-^-) 

< 2 

dx = 2sec6. tg 6 d6 


ahora hacemos la sustitución en la integral. 

r (2x-3)dx _ r (4sec0 -5)2sec6.tg6d6 
J (jc 2 +2jc-3) ~J 4tg 2 0.2 tg0 
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■J 


4sec 2 0-5sec0 r, 5 


4tg 2 6 


de 


= j*(cosec 2 0-— c\.g6.cosec6)d6 


5 _ n 5 r x + 1 2 

= — cosec6-clg6 +c =—[ - 1— ,- —+c 

4 4 4x 2 +2x-Z -Jx 2 +2x-3 


I 


sec 1 6 d6 
(4-tg 2 6) V1 


Solución 


A la integral dada escribiremos así: 

sec 2 6d6 


r sec ~6d6 _r se< 

(4-tg 2 6)* 2 (4 — tg 2 ^)^y4 — tg 2 6 


aplicando el criterio del 2do caso. 



Tomando la función: 


tg 6 


sen a = 


tg 6 


tg6> = 2sena 


tg 6 

a = onc sec (——) 
sec 2 6 dd = 2 cos a da 


cosa = 


J 4 —tg 2 6 I -^ 

— - => ^[4-tg“ 6 =2cosa => 4-tg" 6 = 4cos" a 


ahora hacemos la sustitución en la inlegral. 

sec 1 6 d6 r 2cos ada _1 

(4-tg"0) 3 '" J 4cos 2 a.2cosa 4 


r sec~ Vdtt r lcosada l r 9 . 1 tg0 

- —— = ---= — sec 'ada = — tga+c = - - = 

J (A — 1 o “ \ 7 - J 4 rns “ n 7 rns /v4* 4 /4 _ tg 2 6 


J 




(1+X 4 )((l+Jf 4 ) 1/2 -a 2 ) 1/2 


Solución 


+ C’ 


Aplicandoel criterio del ler. caso se tiene: 
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6 = arctgx 2 

, sec 2 6d6 
dx = 


2jige 


ahora hacemos la suslitución en la integral dada: 


í 


dx 


(1 + * > 




(1 +x 4 ) -x 2 


-í 


sec 2 6d6 


2-^/tg 6 sec 2 6^Jsec 0 - tg 6 


4 í 


d6 


1 p cos 6d6 _ 1 j* 

J / _ a _2 n 2 J 


cos 6 d6 


2 ^ 'y/tgflsecfl-tg 2 6 2 ^ 'Jsend-sen 2 6 2 ^ /j_( sen o _—) 2 


. sen0-— . 

1 2 1 

=—arcsen(-- ——)+c = — arcsen(2 sen 6 - 1) + c 


= — arcsen(- 


2jc' 


il 


-—1)+c 


+ X 



\ 


a/jc 2 +2jc-3 


jc + 1 


dx 


Solución 


Completando cuadrados al subradical. 


-Jx 2 +2x-3 =tJ(x + l) 2 -4 , 


entonces la integral dada escribiremos así: 


r 'Jx 2 +2x-3 dx 

J JJ+~\ 


í 


Vu+i) 2 

x + 1 


-4 


í/jc , aplicando el tercer criterio se tiene. 
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Tomando la fimción: 

I sec 6 = - - * 

2 

I jc = —1 + 2sec0 


sen 6 = 


4* 1 + 2x -3 


jf + 1 


ahora hacemos la sustitución en la integral dada: 


| + 2x - 3 dx = J sen e 2 sec e tg ede = 2 J tg 2 e dQ 


- .jc+ 1 

6 = arcsen(-) 

2 

¿ic = 2sec 6. tg 6d6 


I 2 ^ ^ ij < 

= 2 f (sec 2 0 -1)^/0 = 2(tg 6 - 6) + c = * -a;rsec( ** )) + c 

* 2 2 


= -\/jr 2 +2 jt-3 -2¿/ecsec(“^-í-) + c 


1.6.9 EJERCICIOS PROPUESTOS»- 


Caicular las siguientes integrales. 


(?) f -f 2 ^- 

^ J (16-jt) 3/2 


Rpta. —5. _ - - arcsen(—) + c 

Vl6-* J 4 


© í 


V4+jc : 


dr 


Rpta. 


^(4 + x 2 )’(jt 2 -6) 


120jc s 


+ c 


© J^* 


Rpta. 5 ln | - 


¡ —v/25 —- 


I+V 25 -V+C 


© J 


(16-9jc 2 ) 3 ' 2 




D , 1 (16-9x 2 ) 5/2 

Rpta.---+ c 

80 r 5 
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© 1 

j* x 2 -\ll6-x 2 dx 

© 1 

ri+V* ! +i 

lu-’+.j- rft 

© J 

f JC^fitc 

s¡2x 2 +7 

© j 

j* jc 2 ^/-4—jc 2 dx 

® J 

p x 2 dx 

' V21 + 4jc-jc 2 

® J 

^jc 2 V9-jc 2 dx 

® J 

f sec 2 x.tg 2 x 

1 V2 + S ec 2 * 

© J 

J^' ,+1 rfx 

1 JC 

© J 

r dx 

(jc 2 +5) 3/2 

© J 

j^ 2 -‘ é dx 

JC 

© J 

• (x + l)c£c 

-J 9 -X 2 

© J 

oc 

I , 


Rpta. 32 arcsen—— (8jy- jc 3 ) + c 
4 4 


Rpta. 


■\¡x 2 +1 


+ arctgjf + c 


_ ->/2jc 2 +7 . *) 

Rpta. - (jc“+7) + c 


Rpta. 2arcsen 


x t/4-x 2 , 


(jc +2jf) + c 


33 .jc- 2 /r; " t.jc+ó, 

Rpta. — arcsen ( - - --) - -\/21 + 4 jc-jc" ( ) + c 


Rpta. — arcsen— (9-2jc 2 )V9-x 2 +c 
8 3 8 


Rpta. ^^-\/2 + sec 2 jc —^-ln| tgjc+V2 + sec 2 jc |+c 


Rpta. -yfx 2 +1 + ln 1 ^ x ~ + -— — | +c 


Rpta. 


5-Jx 2 


■ + c 


+ 5 


Rpta. 4x 2 -16 -4¿//rsec(—) + c 

4 


Rpta. -^9-x 2 + arcsen(j) + c 


„ 

Rpta. - 7 -+ c 


24jc 
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© 

f^ !+2jr <fe 

' JC 

© j 

r x 2 dx 

' {a -X ) 

© J 

r dx 

(,v + 1) 3 t/x 2 +2x 

© 

• _ 

r dx 

x 2 ^j\ + x 2 

© j 

r dx 

(v 2 +l)-\/l -v 2 

© J 

r v 3 rfv 

1 

© J 

f 

4ie 2x -2e x +5) 3 

' t 

í (25+ ; !)3 '^ 

@ J 

r v 2 rfx 

1 

© J 

r v 4 civ 

( 4 -v 2 ) 7/2 

© J 

■ Vl ~-v 2 rfr 


Rpta. Vv 2 +2x + ln | x +1 + -\/x 2 +2jc | +c 


X ,x, 

Rpta. -arcscn(—)+c 


1 /2 + 2 X 

Rpta. — arcsen(jc + l)+—-—+c 

2 2(v + l) 2 


_ 's/l + * 2 

Rpta.-+c 


_ 1 . a/2jc 4 

Rpta. —^ arctg ( . ) + c 

V2 Vl + Jc 2 


I. _ 2 " 

Rpta.-— (8 + .v 2 ) + c 


Rpta. 


X ■% 

e -1 


4-yje 2 * - 2c* + 5 


+ c 


0 ^ (25 + x 2 ) 5/2 

Rpta.---+ c 

125jc 5 


Rpta. - - . z - +--— . . . +c 


3(9-jc 2 ) V2 405(9-jc^ ) 


2 »5/2 


Rpta. 


20(4-jc 2 ) 5/2 


+ c 


_ (l-.v 2 ) 3/2 

Rpta. -2- + c - 


3x 


3 
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J 


(4x + 5)dx 
(x 2 -2x + 2f /2 


Rpta. —- 


9(jc-1) 


(x~ — 2.v + 2) 1/2 (x 1 -2.v + 2) 1/2 


+ c 


\^9 


2 . 1/2 


dx 


.2x1/2 


(9-jcM 1 - x 

Rpta.-;-arcsen(—)+c 


j 


(2x-2)dx 
(jc 2 +2x-3) í/2 


Rpta. 


5x-3 


4(x 2 +2.v-3) 1/2 


+ c 


i 


(jr +3x)dx 


(jc-I)íjc 2 -2x + 10) 1/2 


- 

Rpta. Vjc 2 -2.v + 10 + 51n|Vjc 2 -2jc + 10+jc+l|+-ln| - ~ 2x + 1 °~ 3 |+c 

3 x 


© J 

r (jc 2 -3)dx 
' jc(jc 4 -4) 1/2 

Rpta. ^-[ln|jc 2 +(x 2 -4) 1 ' 2 |-yarcsec(^-)] + c 

© J 

r (4x 2 +\)dx 


(x—3)(6x — x 2 -8) 1/2 



2 0 . 1/2 


Rpta. -24arcsen(*-3)+371n|-— — -——| +4(6jc — jc 2 — 8) 172 +c 

jc-3 


© J 


8sen 2jc. sen jc dx 


(20-4sen2jc-19sen 2 x) 5,2 


Rpta. 


128 


4tgx-16 


( 5(t g t~ 4) - + i 2)+c 


3(tg 2 Jc-8tgJc+20) 3 2 3(tg 2 x-StgJC + 20) 1 2 tg 2 x-8tgx + 20 


Í ír 2 - 


xdx 

4 ~a „2 . cvl/2 


(jc - -2)(jc -4x +5) 


„ , 1, ,V* 4 -4jc 2 +5-1, 

Rpta. — ln |-—-|+c 

l x~ -2 


j 


dx 


(2 X 2 +i)47 2 +i 


Rpta. arctg( 




-)+c 


+ X 
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S) 1,7771 


dx 


(1 + x")Ct 2 +1) 1/2 


Rpta. 


Vjc 2 +1 


+c 






(1—x 2 h/l + A'" 


Rpta 


1 lnl (1 + Jc2)1/2+(ZV)1/2 |, 

2-Jl (l + jt ! )'' 2 -(2x) l,! 


® J 






1 V +-1 , 

Rpta. — [c/'c sec x +-] + c 

2 x 


@ J 


(.y ! +2jc) i,! 

X +1 




Rpta. (x“ + 2x) 1 2 - o/r sec(x +1) + c 


í 


dx 


x 4 (x 2 +3) 1 ' 2 


(x 2 +3) 1/2 (x 2 +3) 3/2 

Rpta. -—-- z -+c 


9x 


27x 


í 


(<. 2 -Y 2 ) ,,! 


í/x 


/ 2 F 

„ Vc -x ,x 

Rpta.-arcsen(—) + c 

x 3 


^ 3 ) J(x + 3) 2 (x 2 +ÓX + 8) 1 2 rfx Rpta. — (x + 3 )n/(x 2 +6x + 8) 3 +c 


r í/x 

J(4x-x 2 ) 3/2 


Rpta. 


x-2 


4(4x-x 2 ) 1/2 


+ c 


f x 2 </x 

J í4-r 2 » 5/2 


® í 


(4-x-'r 

2dx 

x(x 4 +25) 1/2 


Rpta. 


12(4-x 2 ) 3/2 


+c 


Rpta. jln|(x 4 +25) 1 ' 2 -5|--jlnx+c 


(16-c 2 * ) 1/2 


© 


dx 


n (16-c 2a ) 1,2 ,<? r 

Rpta. ---arcsen(—) + c 

p* 4 


í 


(4x-5)</x 
(x 2 -2 x + 2) 3/2 


Rpta. —- 


9(x-l) 


(x -2x + 2) (x -2x + 2) 


+ c 






























Eduardo Espinoza Ramos 


148 




í 


/ 2 i 

(X +0 ) 


dx 


i 


x 2 dx 


(2x-jc 2 ) 1/2 


1 íAy ~— 


dx 


(4jr -24 jc+27) 


3/2 


í 


(jc 2 -4jc) 1/2 


rfx 


U 2 -25) 


f U~ 

JC 




í 


dx* 


(jc 2 -2jc + 5) 3/2 


f civ 

j (jc 2 -1)(jc 2 -2) ,/2 


( 4 -x 2 ) 1 ' 2 




dx 


t 2 2 y 1/2 

_ , i ■>. i ? C7 - - (.X + d/ ) — ü . 

Rpta. Or+cr) "+-ln|—-— - |+í- 

2 (a~+x^) lu +a 


Rpta. -^arcsen(jc-l)- : ^ — ( 2 jc-,c 2 ) 1,2 +c 


Rpta. 


jc-3 


9(4x 2 -24x + 27) 


1/2 


+ c 


Rpta . Í£Íz^l, f 


6jc 


3 


2 ^r,5/2 


Rpta. - (Y ~- 25) . +c 

125x 5 


Rpta. 


jc-1 


4(jc 2 -2jc + 5) 1/2 


+ r 


(x 2 -2) 1/2 

Rpta. arctg(-) + c 


(4-x 2 ) 1 ' 2 x 

Rpta. -arcsen(—) + c 

x 2 


57) [x 2 (a 2 x 2 -h 2 ) x l dx Rpta. -^—(a 2 x 2 -b 2 )*' 2 +-^—-(a 2 x 2 -b 2 )" 1 

^ J a A 3 a* 


+ c 


© 

@ 


i 

í 


ejU 

(e 2 ' +8e' +7) 3 ' 2 
3x arcsen x . 

-— Í7.C 


[(l-.v 2 )] 2 


f 2,c 2 -4.c + 4 

J (3 + 2A-.C 2 ) 772 


dx 


Rpta. 


e‘ +4 


4(e 2 ’ +8e / +7) 


1/2 






JC — 1 1 

Rpta. arcsen(- )-(a-1)(3 + 2 x-.c 2 )’ 2 + c 
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(ól) J x 1 -Ja 1 -x 2 dx 


Rpta. -{a 2 - x 2 )' 2 (3.V 2 +2a 2 ) — + f 

15 


h 


dx 


-> I í 
x x!x 


Rpta. ^ +c 

4x 


© 


f x~dx 


Rpta. — arcsenjr— ^•\f\--x 2 +c 


J 


d 


x -3 
x 4 -4 


dx 


Rpta. ^[In| x 2 + ^/x 2 -4 | -^a/vsec^-]+c 


© f- pL 

W J (x 2 -2h/7^ 


4x J + 5 


0 . 1 . Lx 4 -4x 2 +5-] . 

Rpta. — ln |---— | +c 

2 x" -2 


© /t+ 


x 2 dx 


1„. 2x + 3 


- - Rpta. —[1 larcsen ’ " + V~4x 2 -12x-5(3-2x)] + c 

V-4x 3 -12x-5 8 2 


í 


x 2 dx 


U 2 +8) 2 


© í 




(x -l)(x 2 -3x + 2) ; 


S) J 


->/(16 -9x 2 ] 




@ í 

J x~^4~x 2 

® í 

© r _ 

(x + 1) 3 -Jx" + 2x 

© J 

© 1 *—J 

© J 

(4x 2 -24x + 27) 2 


@ Jx 3 Vl6 -x 2 dx 



rf\' 


! V¡ 


2 /« . „2 


X“A/1 + X 


-y /4 - X 2 


í/x 


>/9-4x 2 


t¿x 
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1.6.10 INTECRACION DEFCNCIONESRACIONALES- 


Considcremos dos funciones polinómicas: 

P(x) = b„,x m + b,„ ¡ x 1 +... + b x x + b (í , y (J(x) = a„x" + a„ x x" 1 +...+ a } x + a () 
una función racionai es el cocicnle dc dos funcioncs polinómicas, es decir: 



cuando el grado de la función poiinómica P(x) es menor que el grado de Q(x), a la 

función racional • ^ se denomina función racional propia. en caso contrario se 
Q(x) 

denomina impropia. Si la función racional es impropia. al dividir el numerador entre 
el denominador, a la función racional se represema como la suma dc una función 
polinómica y de una función racional propia. es decir: 


QU) '* > QM 


dondc el grado R(x) es menor que cl grado de Q(x): nuestro intercs cs la intcgración 
dc las funciones racionalcs propias, es decir: 



para cl cálculo de estas integrales consideraremos los siguientes casos: 
1 er. casn: Cuando se tiene integrales de la lórma: 


í 


Ax'+Jl_ 

ax 2 + bx + c 


-dx 


donde a.b.c son constantcs. 


Para calcular la presente integral se procede del siguiente modo: 
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*> b u 

a) Se completa cuadrados en el denominador: ax 1 + hx + c - a(x + —) 2 + (c -) 

2 a 4 a 


b) Sc haee la sustitución r = v + — . con la cual la mtegral se convierte en: 

a 


r Ax+B , r ntz + n , m f zdz n f dz 

J ’ i ^ — J ' ■» 7 d- — I í *■ J í 

J ax~ +hx + t J a(z~+n) a J z~+n a J z~+n 


m f zdz n r dz 


cl cálculo de estas dos integralcs sc reali/a mcdiante las primeras fórmulas 
básicas de integración. 

f P(x) 

2do. Caso: Cuando cn la integral — —dx , la función polinómica Q(x) se 

J O(x) 

descoinpone en factores todas lineales y distintos es decir: 


C?(-t) = a„ (x -a¡ )(x-a 2 )...(x -a n ) 


/>(.r) . \ 

a la íunción racional-- se expresa como una suma de fracciones simples: 

Q(x) 



donde A ¡, A 2 . A„ son constantes que se va ha delerminar. 


3 er. caso: 


f P( r) 

Cuando en la integral J - dx, la función polinómica Q(x) se 

dcscompone en factores lineales algunas repetidas. suponiendo que 
x — a, es el factor lincal que se repite p veces, es dccir: 


Q(x) - a„ (x- a)(x-a)...(x-a)(x - a /} ,, )...(x—a „) 


a la función racional — se cxpresa como una suma de funciones simples. 

Q(x) 
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donde A x ,A 
4to. Caso: 


2 ,...,A„ son constantes que se van ha determinar. 

Cuando en la integral J — ^ dx, la función polinómica Q(x) se 

descompone en factores lincales y cuadráticas irreducibles y ninguno se 
repite, es decir: 


Q(x) = a„{x~ +fyjir+r ] )(jir +b 2 x+c 2 )(x + b lx x + c^)(x-a 4 )...(x-a, l ), a la fiinción 


racional 


Pix) 

Q(x) 


se expresa como una suma dc fimciones simples 


j QLi) J x~ • *^A:'+£‘ 3 . X~á,i X~Cí„ 

donde A } . A 2 ..... A„ , B^.Bj.B^, son constantes que se va ha determinar. 

r p(jc) 

5to. Caso: Cuando en la integral j — - dx, la función polinomica Q(x) se 

descompone en factores lineales y cuadráticos repetidos en donde los 
factores cuadraticos irreducible se repite es decir: 


Q(x) = a n (x 2 + bx+c) 2 (x-a^)...(x-a n ) ala función racional se expresa coino una 
suma de fracciones simples. 


j 


AmM ■<. ■* A 

: :í V/v 

'w ~ J 

x? +bx+v 

. Mr + bx+M 

2 X-útj 

m&ii 


donde A ,, A 2 . A„. B { . B 2 son constantes que se van ha determinar. 

Ejemplos de aplicación de éste criterio. 


Calcular las siguientes integrales. 
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r 4jc 2 +9jc — 1 
•I jc 3 +2jc 2 —jc — 2 ^ 

Solución 

Factorizando la función polinomica del denominador: 

0(jc) = -v 3 + 2jc 2 -x-2 = (x + l)(x-l)(x + 2)a la integral dada expresaremos asi: 


í 


4x 2 +9jc + 1 . r, A B 


x 3 +2x 2 -x-2 


dx = 


= [(—-? 
J JC + l 


x-\ x + 2 


)dx 


... ( 1 ) 


Calculando las constantes A, B y C. 


4jt +9a-1 
x 3 +2x 2 -x-2 x + \ x —1 x + 2 


A B C 
+ -+ - 


A(x-\)(x + 2) + B(x + l)(x + 2) + C(x + l)(x -1) 
(a + 1)(a-1)(a + 2) 


igualando los numeradores 

4x 2 +9x-l = A(x 2 +3x + 2) + B(x 2 -x + 2) + C(x 2 -1), ordenando 

4x 2 + 9x -1 = (A + B + C)x 2 + (3 A + B)x + (2A-2B-C) por identidad de polinomios 
se tiene: 


A+B+C=4 
<3A + B = 9 
2A-2B-C = -\ 


ahora resolviendo el sistema se tiene: 
A = 2, B = 3, C = -l 


Luego reemplazando estos valores en (1). 


r 4 a 2 +9a-1 . r, i i t .. 

jc 3 + 2x 2 —x — 2 J JC + 1 x-\ x + 2 


2 3 1 


x +2x -x-2 


2 3 

= 21n|x+l|+31n|x-l|-ln|x+2|+c =ln| (x + 1) ( *~ 1} \+c 


x + 2 
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Observación: Para calcular las constantes de la descomposición de la función 

racional se ha hecho mediante el método de los coeficientes, 
también se puede calcular dando valores particulares a la variable x, en este 
caso se dan valores apropiados a x, y se evalúan ambos miembros, los valores que se 
asignan a x es conveniente tomar x = a ¡, donde a¡ son raíces de Q(x), o también 

asignar valores pequeños, tales como: 0, ±1, ±2.etc. 


Ejemplo: 


En el caso: 


4x 2 +9x-l { B ^ C 

x 3 +2jc 2 -jc-2 x + 1 x — 1 x + 2 


Los valores de x se sustituyen en la ecuación. 

4x 2 + 9x - 1 = A(x - l)(x + 2) + B(x + 1)(jc + 2) + C(x + l)(x -1) para: 

A = 2 
=> B = 3 
C = -1 


Solución 

Como Q(x) = (x— 3)(x' -x-2) = (x— 3)(x — 2)(.v-1) entonces a la integral dada 

expresamos asi: 

(5x-l)dx (, A B C VJ 

--=l(-+-+- )dx ...(1) 

(x-3)(x~ -x-2) J x—3 x-2 x + 1 

ahora calculamos las constantes A, B y C. 

(5x + 7) _ A B C 

(x-3)(x 2 -x-2) x-3 x-2 x + \ 

(5jc + 7) _ A(x - 2)(x + 1) + B(x - 3)(x +1) + C(x - 3)(x -2) 

(x—3)(x 2 —x — 2) 


x = -\ 
x = l 
x = -2 


12 = 6 A 
-6 = -2B 
-3=3 C 


© J 


(5jt - l)dx 


(x-3)(x 2 -x-2) 


(x-3)(x-2)(x + l) 
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igualando los numeradores se tiene: 

5x-l = A{x * 1 -x- 2) + B(x : -2x-3) + C(x 2 -5x + 6) ; ordenando: 


5x-7 = (A + B + C)x 2 + (-A-2B — 5C)x-2A-3B + 6C poridentidaddepolinomios 
se tiene que: 


A + B + C — 0 
- A-2B-5C = 5 
-2A-3B + 6C = -7 


Resolviendo el sistema se tiene: 
/1=2, B = -l, C = -1 


Luego reemplazando los valores de A, B y C en (1); 


r_(5x-7 )dx - r _2-1- \ 

J (x-3)(x 2 -x-2) J x-3 x-2 x + \ 


= 21n|jc-3|-ln|r—2|-ln|x + l|+c =ln| 


(x-3 y 


(x - 2)(x +1 ) 


\+c 



í 


dx 


6 x 3 -lx 2 -3x 


Soluclón 


Como Q(x) = 6x 3 -7x z -3x =x(2x-3)(3x + l) entonces a la integral dada 
expresamos asi: 


J 


dx 

6jc 3 -7x 2 -3x 



B 

2x-3 


+ 


C 

3x + l 


)dx 


... ( 1 ) 


ahora calculamos las constantes A, B y C. 

1 _ A B C _A(2x-3)(3x + \)+Bx(3x + \) + Cx(2x-3) 

6x 2 -7x 2 -3x x 2x-3 3x + l x(2jc-3)(3x + 1) 


igualando Ios numeradores se tiene: 

l = A(6x 2 -7x -3) + B(3x 2 +x) + C(2x 2 -3x) ; ordenando: 
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1 = (6 A + 3 B + 2C)x 2 + (-7A + B-3C)x-3A por identidad de polinomios se tiene: 

6A+3B + 2C -0 Resolviendo el sistema se tiene: 

- -1A + B-3C = 6 1 D 4 _ 9 

A --, B =—, C= — 

-3/1 = 1 3 33 11 


Luego reemplazando los valores de A, B y C en (1): 


f dx 

-1 1 

í—+—! 

r 2dx 

+ 1| 

r 3 dx 

Jóx 3 -7x 2 

-3x 3 J 

' x 33 J 

' 2x-3 

llJ 

1 3x + l 


= — ln|3x + l|+—ln|2jr-3|--ln|jr|+c 
11 33 3 

© f xdx 

^ J x A -3x 2 +2 

Solución 


Como: Q(x) = x A -3x 2 + 2 = (x 2 —2)(x 2 -1) =(x+^f2)(x-*j2)(x + l)(x-l) 

Entonces a la integral dada escribiremos así: 

f x dx c A B C D . , 

I —/-t -— I (-p=- -7=- -1- )dx 

Jjc 4 -3x 2 +2 J (X + -J2) (x-j2) (x + 1) (x—1) 

ahora calculamos las constantes A, B y C. 

x A B C D 

jc 4 -3x 2 +2 (jc-->/2) (x + >/2) (* + l) (*—1) 

x A(x+-j2)(x 2 -l)+B(x—j2)(x 2 -1)+C(x 2 -2)(x+\)+D(x 2 -2)(-v-l) 
x 4 -3x 2 +2 (x+-\/2)(x— \¡2)(x+l)(x-l) 


igualando los numeradores se tiene: 

x = A(x + Jí)(x 2 -1 ) + B(x- -v/2)(x 2 -1) + C(x 2 - 2)(x +1) + D(x 2 - 2)(x -1) 
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jc = +-Jlx 2 -x-'Jl ) + B{x' -'sflx 2 -x + Jl)+C{x' +x 2 -2v-2) + 


+ D{ v' - x 2 2.\ +2) 


.V = (A + B + C+ D)x 1 + (JlA -JlB + C-D)x 2 +{-A- B-2C—2D)x- 


-J2A-Jltí-2C + 2D 


Por idcnlidaü dc polmomios sc ticnc: 


A+BtC+D=Q 
42A-JlB + C-D = 0 
-A-Ü-2C-2D = 1 
-4ÍA + 42B-2C + 2D = 0 


ahora rcsolvicndo cl sistcma sc licnc quc 
A = tí = í . C' = D = ~- 

7 7 


Luego rcempla/ando los valores de A, B, C y D cn (1): 


f v dx _ 1 f -r¿r ^ r 

J r 4 -tr 2 +7 2 Jír+^/?X + J 


-dx 


dx 


k 4 -3x 2 +2 2 l J (x+^2) J (.v-^^W(v+ í) (x-1) 1 


r¿v 




© f 


(2.v 2 + l)r/v 


J (.v +1)' (.v—3) 


Solución 


A la integral dada cxprcscmos en la forma: 


f Jl¿+W_ = f ( _i_ + _6_ + _C 
J (x + l)"(.v-3) J x + 1 (.v + 1)" x-3 


)dx 


...(I) 


ahora calculando las constantes A, B y C. 


(2.V-+1) 


A B C i4(x + l)(.v-3)+i((v—3) + C’(a + 1) 

+-—+ ‘ 


(.v + 1) 2 (.v-3) x + 1 (v+1) 2 x-3 


(v + l)"( v-3) 























15K 


Eduardo Espinoza Ramos 


íuualando los numcradores sc tíenc: 


2.v" +1 = A(\~ -2jr—3) + /?(v— 3)+C(jt 2 -t-2x + I) ordcnando 


2v" +1 = (A + C)r" + (-2 A + i?+ 2C)x-3A -3 B-f-C ahora por ídcntidad dc 

polinomios se tienc: 


;^+c=2 

-2,4+fí + 2C=0 
-3 4-3i?+C = -l 


rcsolviendn el sistcma sc ticnc que: 




Lucuo rcempla/ando los vaJores dc A. B y C en (1): 


r (2r 2 + \)dx 13 j 

r dx 3 j 

r dx ^ ,3 i 

r dx 

Mr + l)-(r-3) 16J 

■ r + 1 4J 

1 u + l)- 16 j 

1 r-3 


| 

= — in|r+l| 


3 13 

4(t^2) 16 


ln|r-3|+í 



J (v-l) ? (.r + l) 


SolllCÍM 


A la mtcural dada expresemos en la Ibrma: 


r ( C -3r+4) 
(r—l)'(r+l) 



B 

(%-!>■ 


C 


+- 

(x-1) 


3 


D 

r+l 


ULx 


ahora cakulando ias constantes A. B, C' y D. 


ir ; -3r + 4) 4 B C D 

ir-l) x ir+S) r-I (r-1)' (r-l) ? J+! 

>Kr-t) 2 (r+l)+g(.r-l)(r+l)+C(r + l) + D(r-l) ? 
(r—l)'(r + I) 
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igualando los numeradores se tiene: 

x 3 — 3.v + 4 — A(x — x — x +1) + B(x~ — 1) + C (v +1) + D(x — 3.v~ + 3v 1) 

.v 3 -3.v+4 = (/í+ D)v 3 +(-A + B-3D)x 2 +(-/4 + C + 3D)v + A-B + C-D 
por la identidad de polinomios se tiene: 


A + D = 1 
-A + B-3D=0 
— A + C + 3 D = —3 
A-B+C-D=A 


ahora resolviendo el sistcma se tiene que: 

7 1 3 

A=~, B = -~, C = 1, D = -~ 

4 2 4 


Luego reemplazando los valores de A, B, C y D en (1): 


1 * (.v 3 -3x + A)dx 7 j 

r dx i 

f dx +ii 

r dx 3 j 

r dx 

' (.v + l) 2 (.v-3) 4J 

l.v-1 2. 

' u-l) 2 J 

1 (.v-1) 3 4J 

1 V + 1 


= — ln|.v-l| + —-- _ 

4 2(.v-l) 2(jc-1) 2 4 


1 3 

--ln|* + l| +c 


© í 


x 3 +.v 2 -2jc-3 
(.v + 1) 2 (.v-2) 2 


dx 


Solución 


A la integral dada expresaremos asi: 


r.v 3 +.v 2 -2.v-3 r. A B C D 
I--- -dx= ( -+--+-+-- 

(.v + l)"(x-2)' J Jc + 1 (.v + 1)" x—2 (x-2)" 


)dx 


ahora calculando las constantes A, B, C y D. 


x 3 +x 2 — 2 jc—3 A 


B C D 
+-—+-- + 


(.v + 1) 2 (.v-2) 2 -v + 1 (.v + 1) 2 x-2 (.v-2) 2 


A(x + l)(x -2)" + B(x -2y + C(.v -2)(v + 1)" + D(x + 1)' 

(x + l) 2 (.v - 2) 2 
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ahora igualando los numeradores se tiene: 

x 3 +x 2 —2x—3 = j4(x+)(x—2) 2 +B(x— 2) 1 +C(x-2)(x + l) 2 + D(x +1) 2 

x 3 +x 2 -2x-3=(A+C)x 3 +(-2A+B+D)x 2 +(-AA-3C+2D)x+AA+AB-2C+D 
por la identidad de polinomios se tiene: 


A + C = 1 

„ „ „ _ , ahora resolviendo el sistema se tieneque: 

-3A+ B + D=l M 

5 1 32 5 

-4B-3C + 2D = -2 A=-—, B = -~, C = — , D =- 

27 9 27 9 

4A + 4B—2C + D = -3 


Luego reemplazando los valores de A, B, C y D en (1): 


r x + x 2x 3 5 | 

r dx 1 i 

r . dx , 32 | 

\ dx 5 j 

j* dx 

1 (x + l) 2 (x-2) 2 27 J 

x +1 9 J 

1 (x + l) 2 27 j 

1x-2 9 J 

' (x-2) 2 


5 , . 1 32. , 5 

--ln jr+l +-+ — ln jc-2 +- +c 

27 9(jc+1) 27 9(jc-2) 


r (x 2 +2)dx 
J U + 1) 5 (x-2) 

Solución 

A la integral dada expresemos así: 

r (x 2 +2)dx r. A B C D 

j (x + 1) 3 (x-2) j x + 1 (x+1) 2 (x+1) 3 x-2 

ahora calculando las constantes A, B, C y D. 

(x 2 +2) A B C D 

---_-1-— ^-— -i- 

(x+1) 3 (x-2) x+1 (x + 1)" (x + 1) x ~ 2 

/4(x + 1) 2 (x-2) + í?(x + 1)(x-2) + C(x-2)+ D(x+1) 3 
(x + l) 3 (x-2) 


( 1 ) 
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igualando los numeradores se tiene: 

x~ + 2 = A(x' - 3x-2) + B(x ¿ -jr-2) + C(x-2) + £)(v 3 +3.v 2 +3v +1) 
x~ +2 =(A + D)x* +(B + 3D)x 2 +(-2A-B+ 3D)x-2A-2B-2C + D 


A + D = 0 
B + 3D = \ 

-3A-B + 3D = 0 
-2A-2B-2C+ D = 2 


ahora rcsolvicndo el sistema se tiene quc: 



Luego reeinplazando los valores de A, B, C y D en (1): 


r (x 2 +2)dx 2i 

r dx + 1 1 

í dx 1 

r dx + 2 i 

f dx 

»(v + 1) 3 (v-2) 9J 

1 v+1 3J 

(v + 1) 2 J 

1 (v+l) 3 9 J 

1 v-2 


= -—ln| v + 11--—+- 

9 3(.v +1) 2(x + 2)~ 9 


1 2 . . 

—+ — ln|v-2|+r 


2, ,x-2. (2v : +5v-5) 

— ln |-1-— 

9 v +1 6(v + l)(v + 2)- 



4v 2 +6 
v 3 +3v 


dx 


Solución 


C'omo Q(x) = v 3 + 3v = v(v 2 + 3) entonces a la intcgral dada exprescmos en la forina: 


4v 2 +6 
v 3 +3v 



Bx+ C 

í r 

v" +3 


)dx 


...O) 


ahora calculamos las constantes A, B y C. 

4v 2 +6 A Bx+C A(x 2 + 3) + Bx 2 + Cx 
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igualando numeradorcs se tiene: 4v 2 +6 = {A + B)x 2 + Cx+3A 
Por identidad de polinomios se tiene: 


A + B = 4 
C = 0 
3A = 6 


ahora resolvíendo el sistema sc tienc que: 
A= 2. B = 2, C = 0 


Luego reempla/ando los valores de A, B y C cn (1): 



í 

í 


4.v + 6 . f2 
—- dx= —dx + 

v +3x J v 

v’+3.v 2 -2x + 1 

- ~a -;-«v 

x 4 +5x 2 +4 


í 


2x 

x 2 +3 


dx = 21 n | x | +1 n 1 v 2 +3 |+í- =lnx 2 (x 2 +3) + + 


Solución 


Como O(v) = x 4 +5x 2 +4 = (x 2 +4)(x 2 +1) cntonces a la inlegral dada 
expresaremos en la forma: 


f x 3 +3x 2 -2x + l , rAx+B Cv-i-/) , 

J — < < ’ . dx = Jr —> d ' 

J v+5v"+4 J v' +1 x~+4 


( 1 ) 


ahora calculamos las constantes A, B, C y D. 


v’ +3x 2 —2v + l _ A\ + B Cx + D _ (Ax+B)(x~ +4) + (Cx + D){x 2 +1) 
x 4 +5x 2 +4 v 2 +1 x 2 +4 (x 2 +1)( v 2 +4) 


igualando numeradores sc tienc: 

v 5 + 3x 2 -2v +1 = .4(x 1 +4 x) + B(x 2 -MJ + C'íx 1 +x) + D{x 2 +1) 


v’ +3.v 2 -2r + l = M + C)x 3 +(Z?+D)v 2 +(4A+C')x + 4B +D 
por identidad dc polinomios se ticne: 
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A + C = \ 
B+D = 3 
4A + C = -2 
4B + D = l 


ahora resolviendo el sistema se ticne que: 

2 11 

A = —1, B = —, C = 2, D= — 

3 3 


Luego reemplazando los valores de A, B, C y D en (1). 


r 3 +3r * 2 -2.r + l 


f xdx 2 j 

r * + i 

|* 2 xdx 11 | 

r dx 

x 2 +1 3J 

x 2 +1 J 

x 2 + 4 + 3 J 

' x 2 +4 


= —— ln j jc 2 +1|—arctg.v + ln|.v 2 + 4| + — arctg— + c 

2 3 6. " 2 


(x 3 -2x 2 +3x-4) 


J (r-U-ÍT 2 


dx 


(x-l)"(x~ +2x + 2) 


Solución 


A la intcgral dada exprcsaremos en la forma: 


f <* 3 - 2* 2 + 3 x - 4 ) ' 

J (x-l) ! (x ! +2x + 2) J 


A B Cx + D 
—- +-- + —- )dx 

x—\ (x—1)" x'+2x + 2 


... 0 ) 


ahora calculamos las constantes A, B, C y D. 


x 3 -2x 2 +3x—4 


A B Cx + D 

+-—+■ 


(x-l) 2 íx 2 +2x + 2) x-1 (x — 1) 2 x 2 + 2x+2 

A(x- l)(x 2 +2x + 2) + B(x 2 +2x + 2) + (Cx+D)(x-l) 2 


(x — 1) 2 (x 2 +2x + 2) 


igualando numeradores se tiene: 

x 3 -2x 2 +3x—4 = v4(x 3 +x 2 -2 ) + B(x 2 +2x+2 )+C(x 3 —2v 2 +x) + D(x 2 —2x+l) 

= (A + C)x 3 + (A + B-2C + D)x~ +(2B+ C-2D)x-2A + 2B+ D 


por identidad de polinomios se tiene: 
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A + C-\ 

A + B-2C + D = -2 
2B+C-2D =3 
- 2A + 2B + D = -4 


ahora resolviendo el sisiema se tienc que: 

>í=—.. B = -~, C =—, D = -— 

25 5 25 25 


Luego reemplazando los valores de A, B, C y D en (1). 

r (jc 3 -2jc 2 +3jc-4) ^ x _ 18 r xdx _ 2 r dx + 1 r 7jc-44 
Mjc-1) 2 (x 2 +2.v + 2) 25JX-1 5 J (_x — 1) 2 25Jx 2 +2r + 2 


18. . . 

= — In jc-1 
25 


18 . . , 
= — ln.r-1 

25 


2 7 r 2.c + 2 54 r dx 

| +-+ — —- dx -—-- + c 

5(x-l) 50J.v'+2x + 2 25 Jx"+2a+2 

| + —-— + — ln | x 2 + 2.r + 2 J arctgCr +1) + c 

5(.v-l) 50 25 5 



í 


jc 2 +3.c + 5 
x 3 +8 


dx 


Solución 

Como Q(. c) = jc 3 +8 = (jc + 2)<jc 2 -2.v + 4) 
en la forma: 


entonces a la integral dada escribircmos 


.v 2 +3.C + 5 
x 3 +8 



+ 


Bx + C 
x 2 -2x + 4 


)dx 


ahora calculamos las constantes A, B, C. 


x 2 +3x+5_ A Bx+C _ A(x 2 — 2x + 4) + (i?x + C)(x + 2) 
x 3 +8 x + 2 x 2 — 2x + 4 (x + 2)(x 2 -2x + 4) 

igualando los numeradores se tiene: 

x 2 +3x + 5 = A(x 2 — 2x + 4) + fi(x 2 +2x) + C(x + 2) 


( 1 ) 


= (A + B)x 2 + (-2A + 2B + C)x + 4A + 2C 
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por identidad de polinomios se tiene: 


A + B = 1 

-2A + 2B + C = 3 
4A + 2C = 5 


ahora resolviendo el sistema se tiene que: 
1 3 

A =-, B=-, C = 2 
4 4 


Luego reemplazando, los valores de A, B y C en (1). 


x 2 +3x + 5 . 1 r íir 1 

dx = - -+ 

4 J 


1^4 

J Y 


x +8 


1 r 3x 
4 J r 2 - 


3x + 8 


4 J x+ 2 4 J x~ -2x + 4 


dx 


= -[[—+-f , 2x - dx+ll\ -- ]+c 

4 J x + 2 2 J x 2 -2x + 4 J(x-1) 2 +3 


= — [lnj x+2\ + — ln|x 2 - 2x +4j + arctg ( A )]+c 

4 2 V3 V3 


13) f 

J (x' +2)" 


Solución 


a la integral dada expresaremos en la forma: 


J (x- + 2)- ¡ x 2 


Ax+ B Cx+D 

+ —-- -]dx 


+ 2 (x 2 + 2) 2 


...d) 


ahora calculamos las constantes A, B, C y D. 


jc 3 +jt-1 Ax+ B Cx+D (Ax+B)(9x 2 +2) + Cx + D 


(x 2 +2) 2 x 2 +2 (x 2 +2) 2 


(x 2 +2) 2 


igualando los numeradores se tiene: 


jt 3 + jc - 1 = (Ax+ B)(x 2 +2 ) + Cx + D= A(x 3 + 2a) + B(x 2 + 2) + Cx + D 


por idcntidad de polinomios se tiene: 
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A = 1 
ff = 0 
2A + C = 1 
2B + D = -\ 


ahora resolviendo el sistema se tiene que: 
A= 1, B= 0, C = -l. JD = -1 


Luego reemplazando los valores de A, B, C y D en (1). 


f x*+x-l , f xrfr f x + 1 

J / v - ; </x= 1-^—-I - y 

•'(x"+2) _ J x _ +2 J (x+2)- 


1 , - i - - 1 f dx 

= -ln|jr +21 +---— - -- 

2 2(x~ +2) *(x~+2) 2 


Calculando 


tg 6 


la integral í — f X - 
J (x 2 +2) 2 


x = ^fl tg 6 


6 = arctg(-j=) 

V 2 


sec0 = 


dx = 42sec 2 6d6 

— * + ^ => ^¡2 sec 6 = -Jx 2 +2 

v2 


2scc 2 0 =x 2 +2 


f * - 

r >/ 2 sec 2 0 í/0 

-^f. 

'os 2 6d6 —2¡2 l f 

' (x 2 +2) 2 J 

4sec 4 0 

4 J 

4 J 


í/6> 


... ( 2 ) 


= 2^— f(l + cos20)í/0 =^-(6 + - scn ^ -) = ^-(6+sen 6 cos 
X J X 2 . X 


^Í2 x VLr 

T (arc,g< V2 )+ ^ 


reemplazando (3) en (2). 

fx 3 +x-l , 1 , , 2 2 + x ~J2 . x 

lj^ dX= 2 ll " X +2 ' + ÍTO'^ arCtgí ^ ) + í ‘ 


0) 


... ( 3 ) 
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0) f— 

J .vu +1)- 


Solución 


A la mtegral dada expresaremos en la forma: 


r dx c r A Bx+C Dx+E 

—7--= t-+——+—- 

J v(a - 3 +1)- J X x 2 +\ (v 2 +1) 2 


Ahora calculamos las constantes A.B,C\D y E 


A Bx+C Dx+E A(x 2 +1) 2 +(Bx+C)x(x 2 +\) + (Dx+E)x 

= —+ r-+ " 


x(.v 2 +l) 2 JV x 2 +1 (x 2 +l) 2 


v(* 2 +í) 2 


igualando los numeradores se tiene: 

1 = A(x 4 +2x 2 +l) + B(x 4 +x 2 ) + C(x 3 +x) + Dx 2 +Ex 


1 =(A + B)x* + Cx 3 + (2 A + B + D)x- +(C+E)x+A 


Luego por identidad de polinomios se tiene: 


A + B = 0 
C = 0 

<2A + B + D = ti 
C + E = 0 
A = l 


ahora resolviendo el sistema se tiene que: 
A= 1, B = - 1, C = 0, D = - 1, £ = 0 


-d) 


Por lo tanto reemplazamos los valores de A, B, C, D y E en (1). 
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í 


2x 3 +3x 2 +x-l 
(x + 1)(,y 2 +2x + 2) 2 


dx 


Solución 


A la integral dada escribiremos en la forma: 


í 


2a.> + 3x ; + x-1 
(x + \)(x 2 +2x + 2) 2 J x + \ 


Bx + C Dx+E 

+ ~- —]d X 

x 2 +2x+2 (x 2 +2x + 2) 2 


ahora calculamos las constantes A, B, C, D y E. 

2x 3 +3 jy 2 +.Y-1 _ A Bx+C Dx+E 

(.y +1 )(.v 2 + 2 .y + 2) 2 x + 1 x 2 +2x+2 (y 2 +2.y + 2) 2 


...d) 


A(x 2 +2x + 2) 2 +(Bx+C)(x + \)(x 2 +2x+2) + (Dx+ E)(x + \) 
(x+l)(x 2 +2jc + 2) 2 


igualando los numeradores se tiene: 

2jc 3 +3.y 2 +x-\ = A(x 2 +2x + 2) 2 +(Bx+C)(x + \)(x 2 +2x + 2) + (Dx+E)(x + \) 

= A(x* +4jy 3 +8jc 2 +8.y + 4) + 5(.y 4 +3.y 3 +4x 2 +2x) + 

+ C(x 3 +3x 2 +4 .y + 2) + D(y 2 +x) + £'(.y + 1) 

2jc 3 +3jc 2 + x—\ = (A + B)x a +(4/4 + 3£ + C),y 3 +(%A+4B+3C+ D)x 2 + 

+(8>l + 2B + 4C + D + E)x + 4A + 2C + E 

por identidad de polinomios se tiene: 

A + B = 0 
4A + 3B + C' = 2 
HA + 4B + 3C+ D = 3 
XA + 2B + 4C’+D+E = \ 

4A+2C + E = -1 


< 


ahora resolviendo el sistema se tienc que: 
A = - 1, B = 1, C = 3, D = -2, E =-3 
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Luego reemplazando los valores de A, B, C, D y E en (1). 

r 2x*+3x 2 +x-\ , r r -1 x + 3 2x + 3 ,, 

-i- T dx = [-r + —— -^- T^ dx 

J (x + l)(x- +2x + 2)- J X-I X-+2X + 2 (x 2 +2x+2)~ 


f +1 

■ <x + l) dx | 

f rf;t 1 

r (2x + 2)dx 

• dx 

l.v + 1 J 

+ +2x+2 J 

1 * 2 +2jv + 2 J 

' (x 2 +2x + 2) 2 J 

(.v ” +2.V+2) 3 


= -ln|x + l | + — 1 n |jc 2 +2jc + 2|+2arctg(jr + l)+——-- 

2 a-+2a- + 2 


1 w „ * + 1 

— arcttí(x + l)---+ c 

2 w 2 (a~ +2.y + 2) 


= -ln j x +11 + — ln | x 2 + 2x + 21+—arcte(jr +1)- _í_J - + c 

2 2 2(x~ +2x+2) 


1.6.11 EÍERCICIOS PROPCESTOS.- 


Calcular las siguientcs integrales indefinidas. 


© í 


2a~~ +41a--91 
(a—1)(.v + 3)(a'—4) 


-dx 


„ , , (a -1) 4 (a-4) 5 

Rpta. ln -;- +c 

(a + 3) 7 


(2v 2 -5)dx 


© tfS 


x -5x~ +6 


1 , ,x--\¡2. 1 , ,x-s¡3, 

Rpta. —7=ln - t= f +— 7 =ln - j=\+c 

2s¡3 x + 42 2sf3 x + s¡3 


© 


(2.v + 1)í/a' 


v -7v+6 


1 (v—2) 7 

Rpta. — ln |—-—— -1 +£■ 

4 (v-1) 3 (.v + 3) 


4a' ^ + 4.v 2 — 18.v + 6 


® f 4x +4.v“ — 1! 

J-¡——-5 

J y — — Y 


dx 


x* -3x -x- +3.v 


Rpta. 2ln |.v | -3ln| x +11 + ln | .v-11 +4ln | .v-31 +c 


© f -7^ . 

J \(a -x ) 


1 

Rpta. —-ln|—— r I +c 
2 a~ a~ — v~ 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


© 

© 


J 


2 v 2 -1 
r 3 ~x 


dx 


Rpta. ln (|jc J a/a' 2 -l) + c 


í 


32 xdx 


(2jc — 1)(4jc 2 -16x + 15) 


dx Rpta. ln|2x-l|-61n|2x-3|+51n|2,v-5|+í- 


í 


(5-V 3 + 2)d\ 
x 3 -5v 2 +4.v 


Rpta. Sx + lnl -— - ——|+c 
(a-1) 7 ' 3 


J 


xdx 


x 4 -3jt +2 


-v 2 -2 
Rpta. ln, —;-+c 

x" -1 


J 


(x + l)rfv 

V 3 + A' 2 -6.v 


íx-2) 3 ' 10 

Rpta. ln | — -— |+c 

.V ' 6 (x+3)“ 15 


J 


-v 3 -1 
4x 3 -x 


dx 


x 1 , 
Rpta. — + — ln| 


Jf' 


4 16 (2x + ir(2x-l) 


T \+c 


C (3x + 5) 
J x 3 -x 2 -x 


+ 1 


dx 


n . 4 1 x+l 

Rpta.--+ —ln|--l+r 

x — 1 2 x — 1 


|* (3x — 2 )dx 

J (x + 2)(x + l)(x-l) 


Rpta. ln|x + 2 1 + — In|x + 11 + — ln | x- 11 +c 

3 2 6 


j* (2x 2 +3x-l)<iv 

J (x + 3)(x + 2)(x-l) 


Rpta. 2ln | x+31 ~In |x + 21+-j | x-11 +c 


J 


(x~ — x + 1 )dx 


x 4 -5 x 3 +5x 2 +5x-6 


Rpta. — ln|x-l |--ln|x+l | + —ln| x-3|-ln|x-2|+í 

4 8 8 


J 


x 6 —2x 4 +3x 3 -9x 2 +4 x 2 - x(x-2)-J(x-1)(x +1) 

. .... dx Rpta. —+ln --- +t 

x 5 -5x 3 +4x 2 x + 2 
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v 4 +3x 3 -5x 2 -4 .y + 17 , 3 , , 2 , 

- d v Rpta. — + 2x -ln x + 2x -3 +c 

5 v + 3 2 x-\ 


© j x + , 

J X +x- 


r 5x 2 -\\x + 5 . 

— --- dx 

J y 3 -4.v 2 +5x-2 


Rpta. ln(.v-l) 2 (x-2) 3 - —+c 

x — \ 


f x 2 dx 

>7^5? 


+ 4 


dx 


_ A 1, . x-2 . 1, ,x + l, 

Rpta. —ln |--|+-ln|--| +c 

3 .v + 2 6 jc-1 


2x a - 2.Y + 1 


f Ix -1 
J 2y 5 -y‘ 


dx 


Rpta. —^- + ln| 2.y- 1 |+c 
3* 


f dx 
J X 3 +3x 2 


n . 1 . . x + 3 1 

Rpta. —ln|- \~— + c 

9 x 3.y 


J 


(3.y + 2)dx 
.y(.y + 1) 3 


n 4 4x + 3 . y ,2 

Rpta. -r + ln(-) +c- 

2U + 1)- x + \ 


s> 

J x -x -j 


(.Y 2 + .Y — 1 )dx 
,Y +1 


Rp(a. -+4 ln U- | l-7 | nU + H+*- 

2(y-1) 4 4 


J 


y + 1 dx 
Y 3 +4y 


Rpta. ^Ln|—^-|-^-arctg(^) + r 

fS v“ A / z 


© J 


y 3 +4y + 1 

4 "> i 

Y + X +1 


dx 


Rpta. — ln | y 2 + y +11 —s/3 arctg( ^ A + -^L arctg(^=^-) + c 

2 43 43 43 



Rpta. 




—y +1. 1 2y + 1 1 2y-1 

^T l+ ^ arc,g( ^r ,+ 7r arc,g( ^r >+c 
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J 


- 24,t 3 + 3(br + 52 jc +17 
9x 4 -6x 3 —1 Lv” +4x + 4 


dx 


Rpta. -ln|(x + 2) 2,3 (.v-l) 2 |- 


3 


3(3^r + 2) *-l 


+ c 


í 


(,v 2 -3.V-7 )dx 
(2,v + 3)(.v + l) 2 


Rpta. - +ln|.v+l |~—ln|2x + 3|+c 
.v +1 2 


© j 


dx 


X ¿ (.V +1)' 


_ - , , X +1 . 1 1 

Rpta. 2 In |-1-t-c 

X X X +1 


© I 


x 2 -3v + 2 
.vU 2 +2x + l) 


dx 


Rpta. ln| ——1+ — +c 
x +1 x +1 


© J 


x + 2 i dx 

x —i T 


Rpta. 41n|x|-31n|jr-l |-n* 

x — 1 


í 


xdx 


.v 3 +5.v 2 +8.V + 4 


Rpta. 


x + 2 


+ ln | x +11 +c 


f dx 


„ 1 1 , , x-l . 

Rpta. —i—ln |-|+r 

x 2 x +1 


© J 


x 2 dx 


(x + 2) 2 (.v + 4) 2 


_ ,x + 4, 5x + 12 

Rpta. 21n|--|-—- - + c 

x-2 x" +6x + 8 


J 


x 3 -6x 2 +9x + 7 
(x-2) 3 (x-5) 


dx 


Rpta. 


3 


2(x - 2) 


- +1 n | x-5|+c 


® J 


(x 2 -2x + 3)rfx 
(x-l)(x 3 -4x 2 +3x) 


1 J(x-l)(x-2) 

Rpta. -- + ln | —-—-|+í 

x-1 |x| 


J 


5x 3 +6x + 9 
(x-3) 2 (x + 1) : 


■ dx 


9 1 11 

Rpta. ) + c 

2 x-3 2 v +1 
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J 


(jc 2 -8jc + 7) 
(x 1 — 3jc—10) 2 


dx 


Rpta. 


8 


27 30, , x-5 . 

■+ -ln|-1 +c 


49(jc—5) 49U + 2) 343 x + 2 


J 


4 3 , 

X ~x -x-\ 

x'-x 2 


dx 


Rpta. —--+21n|—— |+c* 

2 x x —1 


J 


(x-3)dx 
(x + í) 2 (x-2) 


1 jc +1 , 4 

Rpta. —ln -- + c 

9 x-2 3(x — 1) 


J 


(2x + 3)dx 
U + 2)(.v-l) 2 


„ 4 1, , x-\ . 5 

Rpta. —ln |- 1 -+ c 

9 x + 2 3(.v-l) 


J 


x 3 -3jc + 4 

(jc + 1)(jc-1)’’ 


dx 


Rpta. ln|jc + l| + —ln|jc-l| +----—- 

4 4 2(jc + 1) 2(x + l) 2 


+ c 


© J 


JC 3 -6jc 2 +1 Ijc - 5 
(jc-2) 4 


dx 


Rpta. 


2(jc - 2) 2 3(x - 2) 


j + \n(x-2) + c 


í 


■> . 

JC“ +.V-1 

T — 

X +JC" 


dx 


1 v 

Rpta. — h ln |- 1 +c 

jc x + 1 


© J 


jc 3 -2jc 2 +4 
.v 3 (.v-2) 2 


dx 


_ 1 . , .v , 1 . f 1 „ 1 

Rpta. — In|- -| — (l+—)~— - — + c 

4 x-2 x 2x 2(jc-2) 


J 


x + \ 


JC 3 -2jc 2 +3.v 


dx 


Rpta 


ln|.v| ln|jc 2 -2x+3| 2 .jc-1. 

. ——- 1 --- +—arctg(-)+c 


Í77- 


dx 


(x 2 — 4jc + 3)(jc 2 +4x + 5) 


Rpta. -^ln|x-3|--^ln|jc-l|+-^ln(x 2 +4jv + 5) + ^arctg(x + 2) + c 
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f ' J «- 2 * 

1 x A +5x 2 +4 

© 

r (2x 7 -3x-3)dx 

' (.v — l)(x 2 -2x + 5) 

@ 

r x 5 dx 

1 (a' 2 +4) 2 

© 1 

f A * 2+6 dx 

lx* + 3. 

• 

© 

r dx 

' (jf 2 +2.v + 5) 3 

© J 

r dx 

’ jf(.v 4 + .v 2 +1) 2 

Rpta. InJ x | — -^ln|jr 

© J 

• 6x 3 dx 

' (x 2 +1) 2 

© J 

• jf 3 +2x 2 +5x + 8 

jf(.v 2 +4) 2 

© J 

• dx 

.v(v 3 +l) 2 

© 

■ dx 

x 4 + .v 2 +1 


„ 1. ,r+l. x 

Rpta. — ln|—-1-arctgx + arctg— + c 

6 *-+4 2 


Rpta. --4ln 1 jc 2 +4|+c 

2 x 2 +4 


Rpta. ln(x 2 íx 2 +3)) + r 


D . 2(x + l) 3 (at +1) 3 # * + l 

(x 2 +2x + 5) 2 4(x 2 + 2x + 5) 8 2 


, .. 5^3 4 ,^ 3 0 , 

+1|+-^—arctg(—(2.v- 


\-x ¿ 


6(x 4 + jr 2 +1) 


+ c 


lr 2 

Rpta. 3 ln 1 j: 2 +11 —— + c 

x~ +1 


1 x 2 9 x v 

Rpta. — ln|—£—| + —-arctg—+- ± -+ c 

4 a' 2 + 4 16 6 2 8(.v 2 +4) 


Rpta. ln| jv| ln| jc 3 +1| +- ¡ -+ c 

3 3(.v 3 +1) 


2 2a 2 +1 

Rp ta. -j^r arc tg(— —j =—) + c 
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r 3x 4 -4.v 3 +7.V 1 -3x + 11 
^ (x 2 +.v + l)(.v 3 -.v 2 — v—2: 


dx 


Rpta. ln|jc — 2| + ln|jc 2 +a + 1|-^* + ^ 


38 2x +1 

3 ( x i + x + „‘wf arc,g( ^r ,+c 


® I 


.V +JT" +.V + 2 
,v 4 +3.v 2 +2 


í/.V 


Rpta. arctg.v + -jln(.v 2 + 2) + c 


© J 


x 2 dx 


x 6 -10.v 3 +9 


Rpta. — Inj^-r—— 1 +c 
24 v 3 -1 


.v 4 + 8x 3 — .v 2 + 2x +1 , _ , ,.v 3 -.v 2 +.v. 3 2 .2,v-l v 

- --- dx Rpta. ln|-— |-- + -parctg(—p^) + c 

(x 2 +x)(x 3 +l) U + l) 2 x + \ V3 V3 


í 


(x 1 +x 3 )dx 


a 12 -2x 4 +1 


Rpta. —ln|x 4 -11-—Injjc** +x 4 -1|- \= ln| 2 ' Y +1 +c 

2 4 2-J5 2x 4 +l+-v/5 


© 


r x 5 dx 

J x 3 -l 


Rpta. ^(.v 3 —ln|x 3 -11) + (’ 


© \ 


.v 3 + x 1 — 5x + 15 
(a'-h 5)(x “ + 2x + 3) 


dx 


Rpta. 1 n Jx 2 +2.v + 3 + -=■ arctg(^¿) - -J5 arctg{-)=) + c 

V2 V2 V 5 


í 


r+x-1 

(.v 2 +2) 2 


dx 


2 —x 


Rpta. — - - hvjx 2 +2-^=arctg(-^)+t 

4(v 2 +2) 4j2 ^42 


r . < 4 >: -fa » _ rft 

J (x-l)-(x- +1)- 


3.V-1 , (x-U 

Rpta. -— - - —— + ín(—-——) + arctg v + c 


(.v — 1 )(.v 2 + I ) .V 2 +1 
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© f , * -T 

J (x' — jc)(jt" — jr + 1) - 


„ , ,x-\ 10 2.v—1 2x-\ 

Rpta. ln(-)- j= arctg (—■=-) ---+ c 

x 3V3 V3 3(jc 2 -x + 1) 


f x~ +3x + 3 

-7-* 

J (jt + IKjc- +1) 


Rpta. yln | x + 11 + ~l n I x 2 + 11 +-^arctgY + c 


x y +3x 2 -2x+l 


rx +Sx~ - 

J v^-uSv? 


dx 


x +5x~ +4 


11 V 1 9 

Rpta. ln |a' 2 + 4| + — arctg--ln|x 2 +1 1-— arctgx + í 

6 "22 3 


jt“ -2x + 3 


r x~ -lx- 
J (y-\\ 2 (y 2 


dx 


(x-l)~(x~ +4) 


4 , 2 2_ , -> . 19 

Rpta.-In| jv — 11-+ — ln| V +4|+ — arctg.v + c 

25 5(jv—1) 25 50 


J 


jc 2 +2y-I 
-y 3 -27 


dx 


_ 14 _. 13. . ? _ _. 7 2 y +3 

Rpta. —In y-3 +—ln \x~ +3.V+9 +—;=arctg(—==-) + c 
27 54 3V27 V27 


J 


dx 


y 3 +1 


„ 1, , (y + 1) 2 v 1 2.v—1 

Rpta. — ln(—-) + —¡= arctg(—?=) + c 

6 x~ — y + 1 V3 V3 


J 


(2y 2 -3y—3) 
(y-1)(y 2 -2y + 5) 


dx 


« * i Vj* 1 ■"2 y + 3) 3 1 x 1 

Rpta. ln- 2 -+ —arctg(-) + c 

H | y-1 | 2 h 2 


J 


(y 4 +1) 


Y 3 -Y 2 + Y — 1 


dx 


(y + 1)" | y — 1, 

Rpta. -+ ln r -arctg y + c 


Vy" +1 


J 


Y 


1 — Y 


í/y 


_ 1 . . 1 + Y . 1 

Rpta. — ln |-1 — arctgY + c 

4 1 — y 2 
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ÍT^ 


dx 


(x~ +1)(jc‘ +x) 


^ 1, , x 

Rpta. — ln( 


4 (jc + 1) “ (jc 2 +1) 2 


-)-— arctgx + c 


í 


2x 2 —x + 2 
X 5 +2x 3 +x 


dx 


x 1 

Rpta. ln(—--) — arctgx + c 

x~ +1 2 


í 


JC +X-1 
(X 2 +\) 2 


dx 


Rpta. ln-v/jc 2 +1 arctgx- -J - +c 

2 2(jc 2 +1) 


í 


dx 


jc(4 + jc 2 )(1 + jc 2 ) 


Rpta. — lnjc——ln(jc 2 +1)+——ln(jc 2 +4) 


16 18 


288 


24(x 2 +4) 


+ c 


\ 


(5jc 2 -12) 
(jc 2 -6x + 13) 2 


dx 


„ , 13x-159 53 jc-3 

Rpta. ---+ — arctg(-) + c 

8(x 2 — 6jc + 13) 16 2 


í 


(Jc + 1) 


(x + 2jc + 2) 2 


dx 


„ . 3 1% 5jc 3 +15x 2 +18x + 8 

Rpta. — arctg(x + l)-—+c 

o 8(x + 2jc + 2) _ 


© í 


dx 


x 4 +1 


d * 1 , i x 2 +x-j2 + 1, -72 *j2x 

Rpta. — 7 =ln —-■=— + —arctg(--) + c 

4^2 x 2 -jc 72+1 4 6 l + x 2 


© | 


(jc 3 +1)(jc 3 +8) 


dx 


Rpta. ^-[81n|jc 3 +8|-ln|jc 3 +l|] + c 


r 4jc 3 +8jc 2 -12 . 

-7-5— dx 

J (jc 2 +4) 2 


Rpta. 21n|jc 2 +4| +—arctg(—) + ^ 

4 .2 2(jc 2 +4) 


+ c 


í 


U 4 +l) 
(x 2 +4) 3 


í/x 


^ 51 .x 

Rpta. arctg(—) 


llx 


17jc 


256 2 128(jc 2 +4) 16(x 2 +2) 2 


+ c 


86J 

J (x 2 +2) ! 


2-x ln(jc 2 +2) 1 -c 

Rpta. ---+---= arctg(—) + c 

4(jc 2 + 2) 2 472 72 
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í 


2 x dx 


(1 + *)( 1+* 2 ) 2 


Rpta. —-— ln|x + l| + — ln|l + x 2 

2(x 2 +1) 2 4 


|+c 


x + 2x + 3 


r x~ + Ly, 

J V 3 - 


dx 


X ' -x 


Rpta. ln 


(*-l) 


(a+1) + c 


J 


l + 2 x-x 2 
(l + x) 2 (l + x 2 ) 


„ , , 1 +x . 1 

Rpta. ln| 7 -|+-+ arctgjr + c 


-\/l + jc 2 ^ + * 




dx 


x +x‘ 


„ . , X + 1 , 1 

Rpta. ln|-1 — + c 

x x 


© í 


x 3 +2 
x 3 (x 3 + 8 ) 


dx 


1 3 , . _. 3 , 7 _ . J3 x +1 

Rpta.-— + —ln | x + 21-ln | x“ + 2x + 41 +—arctg —+ c 

8 x“ 16 32 16 v 3 


í 


(2x 3 -4)í¿y 
( x 2 +l)(x + l ) 2 


Rpta. -+ ln | x 2 + 11 -arctgx + c 


x +1 


© | 


4x 2 +2x + 8 
x 5 + 4x 3 + 4x 


dx 


, , x 3 x -J2 x -\/ 2 x . 

Rpta. ln(— 5 -) + —[arctg-j= + —-] + c 


x ¿ + 2 8 


’ ~J2 x 2 + 2 


f_£E 

J vfv 2 +n 2 


<¿v 


x(x“ +l)"(x 4 + 1) 2 


Rpta. ln|x|--J-ln|x 4 +l|-|ln|x 2 +l|-|arctgx 2 + .-- 1 - - -- - +c 

16 8 8 8 (x 4 +l)(x 2 + 1 ) 


í 


3 dx 


x(a" 1 ' + 2a" 4 +2) 2 


Rpta. llnUI-^-lnl/ +2^" +2|-^arctg(x‘ l +1)- ^ , 3 * 4 


16(.v +2.v +2) 


- + í* 
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í 


dx 


X(X 4 -1) 


Rpta. — ln|„v 4 -l|-ln|A'|+c 
4 


© ¡7^1 


dx 


x(x ' -1)(a +4) 


Rpta. —ln|jc 6 +11 — ln| jc | + — ln|x’ -l|— -arctg(Y 3 ) + c 
12 6 6 


í 


e 2x dx 


í? 3 ' + 4e' - 5 


7 


_ 1 _ 

14 


Rpta. —ln|t >x -1|—— Ln| +e x + 51 + J ’ v ‘" arctg(-^-^(2¿ jA +l)) + c 


1 l-7l9 . ,VÍ9 

-arctg(- 

133 19 


J 


x A — 4x 2 — 14.v 

.Y” -2 a-8 


dx 


Rpta. —— + ,v ” +8.Y + ^ln|A-4|--y^ln|.v + 2|+í: 


6 iw) f dx 

'x A +x ~+1 


„ 1, . -V” — .Y +1, 1 2.V+1 1 2.Y-1 

Rpta. —ln— - +—j=arcti »—==- + —¡= arctg— t=- + c 

2 x~ +.v + l JÍ ' -Ji J3 


'- - J X + x~ + 1 


1 -> rr 1x + 14 2.y — 1 

Rpta. — In | v" + .y +11 —s/3 arctg —■==- + —¡= arctg (—■==-) + c 

2 V 3 V3 -/3 


® h7? 


r . 111 

Rpta.--+—--arctg.v + í 

5.y s 3a 3 x 
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f_—_ 

J (.v 2 -x)(jr-jr+l) 2 


__ . x — 1 . 10 2x-\ 2x-\ 

Rpta. ln --?=arctg—=-;-+c 

x 3^3 43 3(x 2 -jr+1) 


J^ 

* í <¿*n 


tgA' dx 


(sen x + 1 ) 


Rpta. In | sen a | —— ln |sen 7 a+1 | +-;-+ <• 

7 7(sen 7 A+l) 


J 

J 


dx 

A'(A' g + l ) 3 
dx 

a ,2 (a h +1) 


Rpta. ln|A|-^ln|A 9 +1|+ -^^-- + t 

9 9(a 9 +1) 18(A g +l) 2 


Rpta. -^-1ii|a u +11-—-~--ln| a|+c 


11 


11a 


J 


5a-8 


a 3 +4a 2 +4a 
dx 


r dx 

J (ÑV7 


. _ ^ .. a- 2 l 

dx Rpta. 2 ln-+1 

A A - 2 


„ x 1 . . (A + 1)" . 2 2a-1 

Rpta. -—+— InI—- +—=arctg—+ 

30 + r 2 ) 9 1 jr 2 -jr +1 3^3 V3 


J 


5a" + 12a + 1 
a 3 +3a 2 -4 


dx 


Rpta. ln[(A — 1) 2 (a + 2) 3 ]-?—fc 

a + 2 


J 


(a-2)¿ív 
a(a 2 -4a+5) 2 


n » a-4 1 . ,a--4a + 5. 3 4 

Rpta. -; -+ —— ln|- ;-- arctg(A-2)+c 

10(a 2 -4a+5) 25 x 2 50 


J 


6a 3 -18v 
(a 2 - 1)(a 2 - 4) 


dx 


Rpta. 21n|A 2 -l|+ln| a 2 -4|+t 


J 


dx 


2 

x - X 


_ 1 ,. x -1 1 2x +1 1 

Rpta. — ln | — 7 ====== | +- 7 =rarctg — + — + r 

3 V? + A + l 43 43 X 
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© í 


© í 



1115 


x' + x -10 
(2x - 3)(.v 2 + 4) 

jc dx 

~4 2 T 

X -x -1 


dx 


1 x~ +4 x 

Rpta. “ln|--— |+arctg—+ t’ 

2 2x - 3 2 


„ 1, 2x 2 — 1 —s/5 . 

Rpta. —ln |—^| +c 


r 2x 2 - 1 
J .t’ -1 


dx 


2 2x 2 -1 +-s/5 

<m) [ ' 4 ; 9 - v \ +I6v + 4 a ín) f ( / 2 , + 5) dx 

J jc 3 -3jt+jc + 5 'O' Jjr(jr+8) 


(m) f j3 ~ 2 V 3 \ 4 f + \ X + * di © f 

J (x - 1) 2 (jt + 4) J jr 5 + 4x 3 + 4x J 


x“ + 2 jc + 3 
x 3 -x 


rfcc 


© f—© í 

v ~- / J (x 2 + 1)ÍJC +1) ! v —' 


2x 3 +3x 2 +x-l 
(x + l)(x 2 + 2x + 2) 


dx 


(m) f £ÍZ*!L±9* 

S-^ J x 2 -5x + 6 


Cálculo de la integral de la forma: 

donde x 2 + 6 x+c es una expresión cuadrática irreducible. 
Para el cálculo de estas integrales se debe escribir en la forma: 




f 4x+i? _ 



* (x 1 +/?x+c)* (x' 

; + 6x+< 

!■ • !: txX 


donde P(x) es un polinomio de grado < 2(n - I) = grado de (x 2 +fox+c) w 1 y los 

coeficientes de P(x) así como C y D se hallan derivando ambos miembros y se aplica 
el método de los casos de 2.9. Además la integral del segundo miembro se calcuía de 
acuerdo al caso lro. De 2.9. 


Ahora veremos el método de Hermite-Ostrogradski si en la ftmción racional 


P(x) 

Q(x) 


, la 


fiinción polinómica Q(x) se descompone en factores de multiplicidad, es decir: 
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Q(x) - (x~a x p (x-a 7 ff (x~a r fr(x 2 +3 í x+¿(f (x 2 + b s x+c s }P> 


entonccs a la integral J dx se expresa en la forma siguiente: 



... (a) 


donde Q x (x) es el máximo común divisor de los polinomios Q(x) y de su derivada 

Q’(x) y Qt(x)= Q—1 % además f(x) y g(x) son polinomios con coeficientes 
Qi(x) 

indeterminados. cuyos grados son menores en una unidad que los polinomios Q¡ (x) y 
Q 2 (x) respectivamente. 

Los coeficientes indeterminados de los polinomios fix) y g(x) se calculan derivando la 
ecuación (a). 

Ejemplo. Calcular las integrales siguientes: 


© f_*_ 


Solución 


Como Q(x) = (x+l) 2 (x 2 +1) 2 => Q’(x) = 2(jc + 1)(jc 2 +l)(3x 2 +2x + l) 


además: Q¡ (x) = máximo común divisor de Q(x) y Q’(x) es: Q¡ (x) = (x + l)(x“ +1) 


a ■ r\ t v QW (x + l) 2 (x 2 +1) 2 9 

ademas (?-> (x )=——— =---= (x + l)(x" +1) 

Q\(x) (x + l)(x 2 +l) 


Como: f- J*L_ = /W + f_gW. ^ 

(x + l)~(jr~ +1)~ Q\(x) ^ Qi(x) 


r dx _ Ax 2 + Bx+ C f Dx 2 +Ex + F 

Mx + l) 2 (x 2 +1) 2 (x + 1)(jc 2 +1) J (x + l)(x 2 +1) 


... (a) 
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derivando y agrupando la ecuación (o) se tiene: 

- 1 ■ = [ Dx 5 +(-v4 + D + £)x 4 + (-2 B + D + E + F)x 3 + 

(x + l)(x 2 +l) 

+(A-B-3C+D+E+F)x 2 +(2A-2C+E+F)x+B-C+F]+[(x+l) 2 (x 2 +1) 2 ] 
por identidad de polinomios se tiene: 



D = 0 

-A+D+E =0 
-2B+D+E+F=0 


resolviendo el sistema se tiene: 


A-B-3C + D + E + F = 0 A=-~, B = ~, C = 0, D = 0, £ = --, F=- 

4 4 4 4 

2y4-2C + £ + F = 0 
5-C+F=l 


ahora reempiazando estos valores en (o): 


A ' 2 X n 

- +—+0 

4 4 


, o--+- 

f_ *L _ = 4 4 + f_4 4 dx 

J (a+1) 2 (x 2 +1) 2 (x + í Wir2 1 


- 1)(jc” +1) J (x + l)(x +1) 


1 . x'-x 


=-—( - ;—)--\ 

; + 1)(jc 2 +1) 4J 


1 f x-3 


4 (x + l)(x 2 +1) 4 J (x+l)(x 2 +1) 


dx 


1 x 2 -x 1 r -2 rfx r 2 xc/x r dx ^ 
4 íx+l)(x 2 + 1) 4 J x+1 + Jx 2 +1 J x 2 +1 


X' -x 


4(x+l)(x 2 +1) 4 


1 ? 

—(-2 ln | x +1J + ln(x“ +1) - arctgx ]+c 


X~ ~X 1 , , ii 1 * , 2 ,i 1 

-+—ln x + 1 —ln x +1 +—arctgx+c 

4(x+l)(x 2 +1) 2 4 4 
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Solución 


Sea C>(x) = (x 3 -1) 2 => Q'(x) = 6x 2 (jc 3 -1) 

Luego el máximo común divisor de Q(x) y Q'(x) es Q x (x ), es decir: 
Q x (x) = mx:.d. (Q(x), Q (x)) = x 3 -1 


Q(x) (x’-l) 2 , 

Q,(x) * 3 -l 


además: Q 2 (x) = 




derivando la ecuación se tiene: 

1 (x 3 -1)(2>4x + ^)-Mx 2 +£x+C)3x 2 Dx * 1 +Ex+F 

(x 3 -l) 2 (x 3 -l) 2 x 3 -l 

eliminando denominadores se tiene: 

1 = (x 3 -\)(2Ax + B) -3x 2 (v4x 2 + Bx+C) + (Dx 2 +jEx+F)(x 3 -1) 

1 = Dx 5 + (-A + £)x 4 + (-2 B + F)x 3 + (~3C -D)x 2 +(2A-E)x-B-F 

por identidad de polinomios se tiene: 

D = 0 
-A+E =0 


-2B+F = 0 
-3C-D = 0 
2A-E = 0 

B-F = 1 


resolviendo el sistema se tiene: 
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Ahora reemplazando estos valores en la ecuación (a) 


í 

í 


dx —x 2 r dx 

(* 3 -l) 2 3(x 3 -1) ^J* 3 -l 

dx í r dx 1 r x+2 

x 3 -1 3 J *-l 3 J x 2 +x+l 


1, , ,, 1, , 7 ,, 1 ,2x + l„ 

= jln|x-l|--lnjx + x+l|--^=arctg(— j=-) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 



í 

í 


dx 

u 3 -i > 2 

dx 

(* j +i ) 4 


-x 

3(x J -l) 


+ il n ( 


X 2 +X + 1 

(*-l ) 2 


)+ 


2 

3/3 


arctg( 


2 x + l 


)+c 


Solución 


... ( 1 ) 


... ( 2 ) 


Sea 0(x) = (x 2 +1) 4 ==> g(x) = 8x(x 2 +1) 3 


Calculamos Q x (x) que es el máximo común divisor de Q(x) y Q'(x) es decir. 


Q x (x) = m£jd. (Q(x),Q'(x)) = (x 2 +1) 3 además Q 2 (x) = 7 + = x 2 +1 

Q\ (x) (x 2 +l) 3 


como 


r dx 


m , 

Q\(x) 


f g(x) 
J Q 2 (x) 


dx 


r dx _ Ax 5 +#x 4 +Cx 3 +Dx 2 +£x+F rHx+E 

J^TiT"" ÍTTii 3 + JT I Tr x 


... (a) 


ahora derivamos la ecuación (a) y luego agrupamos lérmino a lérmino para poder 
aplicar la identidad de polinomios. 
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1 = Hx 1 + (-A + G)x 6 + (-2 B + 3H)x s + (SA -3C + 3G)x 4 + (4B- 4D+3H)x 3 + 

+ (3C-5£+3G)x 2 +(2D-6F + //)x + £+G 


'// = 0 
-A+G =0 
-2B + 3H = 0 
5A-3C+3G = 0 
4B-4D + 3H = 0 
3C-5£ + 3G = 0 
2D-6F +H = 0 
£ + G = 0 


resolviendo el sistema se tiene: 

A = ~, B = 0, C=—, D = 0 
16 6 

£ =—, £ = 0, G =—, // = 0 
16 16 


Ahora reemplazamos estos valores en (a). 


5_ 5 5 3 21 

f 16^ + 6 X + 16* 5 f dx 15x 5 +40x 3 +33x 5 

— ñ - T = — -t* — , +— — i = -;-;- +— arctgx+c 

J(x 2 +1) 4 (x 2 +l ) 3 16 J x 2 +1 48(x 2 + 1) 3 16 



© / 


Calcular las siguientes integrales indefinidas: 
(x 7 +2 )dx 


(x 2 + x + 1) 2 


_ „ x 2 , 2 x + l , 2 ,, x 2 x 3 x 2 . 

Rpta. —-+-=arctg(—)-21n(x +x+l)+-+—+2x + c 

x z +x + l V3 V3 4 3 2 


© J 

r (4x 2 -8 x)dx 
' (x-l) 2 (x 2 +l) 

Rpta. 

© J 

r dx 

Rpta. 

l(x 2 +l ) 4 


3x 2 


(x-l)(x z +l) 


ln 


U-l ) 2 

x 2 +l 


+ arctgx + c 


15x 5 +40x 3 +33x 5 

---+—arctgx+c 

48(1+ x 2 ) 3 16 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

@ 

© 

© 


J 


dx 


(X 4 -l) 2 


Rpta. -arctg*- 7 — 

8 4(x 4 -1) 16 x + 1 


3 , .x -1 
In |- 1 +c 


J 


y 4 -2x 2 +2 
(x 2 -2jc + 2) 2 


rfjT 


Rpta, x- 


x-3 


x 2 - 2 x + 2 


+ 21 n(x 2 - 2 x + 2 ) + arctg(x-l) + c' 


j 


dx 


JC 4 (JC 3 +1) 2 


» * 1 ,X +1 . 1 

Rpta. — (2 ln |——| 


3 ' jc 3 1 x 3 x 3 +r 


-)+c 


J 


X 2 +JC + 1 
x 5 -2x 4 +x 3 


í/x 


_ .1-1. 12x 2 -5x-1 

Rpta. —61n 1-1-;-;—+c 

2 (x 3 -x 2 ) 


J 


x 6 +x 4 -4x 2 -2 
x 3 (x 2 +l ) 2 


dx 


Rpta. —-—-r-+ln Vx 2 +1 +c 


X (x ¿ +1) 


J 


(x z -l) 2 rfx 
(x + l)(l+x 2 ) 3 


_ 1 , x +1 v I x -2 1 

Rpta. -(-rr) + T“l—+-arctg x + c 

2 (1 + x 2 ) 2 4 x 2 -1 4 


J 


dx 


x 4 (x 3 +l ) 2 


m 4 2 x 3 +1 1 1 

Rpta. - -—|-r--r-+ C 

3 X 3 3x 3 3(x 3 +1) 


J 


dx 


(x 2 + 2 x + 10) 3 


„ 1 _ .x + L 3(x + l) 18(x+l) , 

Rpta. -[arctg(-) + —-+ —--r] + c 

648 3 x 2 +2x + !0 (x - +2x + 10)- 


J 


(x + 2 )dx 
(x 2 + 2 x+ 2) 3 


_ 3 , _ 3 x + 1 x 

Rpta. — arctg(x +1) + —r-+-=-r 

8 8 x 2 + 2x + 2 4(x 2 + 2x + 2 ) 2 


+ c 
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jr -x 4 -26jr -24*-25 
Cv 2 +4x + 5) 2 (x 2 +4 ) 2 




x 2x + 5 1 y 

Rpta.---—-arctg -—arctg(x + 2) —c 

8 (.v ‘ + 4) 2(x 2 + 4x + 5) 16 2 


© 

© 

© 


í 

í 

J 


3x 4 +4 
x 2 (x 2 +l ) 3 


dx 


5-3x + 6 x 2 +5x 3 -x 4 
x 5 -x 4 - 2 x 3 + 2 x 2 +x-l 


9 dx 

5x 2 (3-2x 2 ) 3 


Rpta. 


di Rpta. 


57x 4 +103x 2 +32 57 

8 x(x 2 + 1) 2 8 


arctgx + c 


3-7x-2x 2 
2 (x 3 -x 2 —x + 1 ) 


+ ln 


U-l| 
(jc + 1) 2 


+ c 


Rpta. 


r x4 + * 

^ 2 ~ + _ 4 j x(3-2x 2 ) 2 



V3 + x^2 
■j3-x^¡2 


1 +c 


© 1 

r (x 3 +x-l )dx 
‘ (x 2 +2) 2 

© J 

r (4x 2 -8 x)dx 

(x l) 2 (x 2 +l) 2 

® J 

r x 3 -2x 2 +4 

' (* 2 -i) ! 

© J 

í 3 -T +, 3 * 

1 (jt 2 +l) 3 

© J 

r x 2 dx 

■ (x + 2) 2 (x + 4) 2 

© J 

*(3x 2 +x+3)t£t 

1 (x-l) 3 (x 2 +l) 


Rpta. 


— 1 -—+ln -\/jt 2 +2 -1 —arctg(-^=r) + c 
4(x 2 + 2) m -J2 


n 3x 2 -1 . .(Jt-1) 2 , 

Rpta. ---+ ln|——| + arctgx + c 

(x-l)(x-+l) x 2 +l 


R P* a - 7 ln| - i Tl-- <1+ T->-V 1 ^ +t 

4 x-2 x 2x 2(x-2) 


Rpta. 


(x 2 -l ) 2 


+c 


_ ^ -,,1 * + 4. 5x + 12 

Rpta. 21n|--|-—- -+c 

x+2 jt~+6r + 8 


„ l n V* 2 +1 7 _ 

Rpta. — [ln--—+ arctgx---—]+t 


4 L U-l| 


(Jt-1)^ 
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í 


x-2 


x(x 2 -4x + 5) 2 


x —4 

Rpta. ---+ —In| 


10 (x 2 — 4jc + 5) 25 


x 2 -4.r + 5 


í 


dx 


(x 4 -l) 3 


Rpta. 


7x 5 -llx 21, 

1 1 n 

x — 1 

21 

32(x 4 -l) 2 128 1 

X +1 

64 


-arc.Xgx + c 


§> ÍT^ 


xdx ^ l r x-2 , l r 2x-l , 2 2x-l 

Rpta. —[— --]+—[—;-1 + — t= arctg—=^ + c 

(x“ — x +1) 3 6 (x 2 -x + l) 2 6 x ~-x + \ 3>/3 >/3 


J 


x 6 + 13x 4 -x 3 +14x 2 -x + 6 
(l-x) 3 (l+x 2 ) 2 


dx 


Rpta. — - ^ - + ln 11 - x | +2 arctgx +c 


® ItS 


(l-x) 2 (l + Jt 2 ) 
(5jc 2 — 12)cír 


® ISr 


(x -6x + 13) J 
(2x 2 +24 )dx 


(x 2 -4x + 8) J 


„ , 13x-159 53 x—3 

Rpta. -r-+ — arctg(-) + c 

«Cjt 2 -6jt+13) 16 6 2 ' 


„ 3x-10 5 . ,x-2. 

R P ta * ~:--+-arctg(——)+c 

x" -4x + 8 2 2 


® J 


í 


x 9 dx 


(x 4 -l) 2 

3x 4 +llx 3 +10x 2 +2x-16 
(x 3 +6x 2 +10x + 8)(x 2 +2x+2) 


t > * l r 2x 6 -3x 2 3. ,x 2 -l n 

Rpta. -[- r __ + _lnJ^—|] + c 

4 x -1 2 x +1 


-dx 


Rpta. — + l n [(* + 4) 2 V* 2 +2x+2] - 5 arctg(x +1) + c 

x" +2x + 2 
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1,6.14 INTE<SRAtt:S OEHINCIOlSES RACIONALES DE SENO T COSENO,- 


Las integrales racionales de seno y coseno son de la forma: 




... (a) 


donde R es una fiinción racional. 


Para el calculo de este tipo de integrales, se debe de transformar en integrales de 
fimciones racionales de una sola variable z, mediante la sustitución siguiente: 




t % Jt, 


my. 

■M 





/&. 1 & ' 

: . ■&: 


ahora mediante un triángulo rectángulo, obtenemos las relaciones. 

Tomando la función seno y coseno. 

1 



x 

sen— = 


x 

-, cos—= 


^ •\/l + z 2 ^ Vl + ¿ 2 


Como: sen x = 2 sen —. cos — 

2 2 


Ahora reemplazando (2) en (3): 


además como: 





Luego reemplazando (2) en (5): 


... ......... j— 

. ..; i ;-++ 3 


Como tg —= r 
2 


x = 2 arctg z , de donde: 



..( 1 ) 


..( 2 ) 


...(3) 


... (4) 


• (5) 


..( 6 ) 


..(7) 


por lo tanto al sustituir (4), (6), (7) en (a) se obtiene una integral de una fimción 
racional en z. 











































Integral Indefinida 


191 


Observación.- En el cálculo de las integrales de las funciones de seno y coseno, que 

x 

serealiza mediante la sustitución z = tg(—), en muchos casos se 

presentan cálculo complicados, por lo tanto en dichos casos se puede hacer otra 
sustitución de manera que se simplifique el desarrollo de la integral 

[ i?(senx, cos x)dx , para esto consideremos los siguientes casos: 


ler. Caso: Si la función R(senx. cosx) es una función impar respecto a senx, es decir: 
si 


Rt-$enx. co$x)» : -Rfsenx, cosx) 


en este caso se hace la sustitución t = cosx. 


2do. Caso: Si la función R(senx, cosx) es una fimción impar respecto a cosx, es decir: 


si R($enx, -cosx)“-R{senx» cosx) 


en este caso se hace la sustitución t = senx. 

3er. Caso: Si la función R(senx, cosx) es una función par respecto a senx y cosx, es 
decir: 


si 


R(-se«x, -a)sx) * JR( senx, cosx) 


en este caso se hace la sustitución t = tgx. 


Ejempios de aplicación de éste criterio. 

Calcular las siguientes integrales. 



í 


dx 

5-4senx+3cosx 


Solución 


2z l- r 2 2 dz 

Del criterio que se ha establecido se tiene: sen x = --—, cos x = - -—, dx = ■ 


l+z' 


l + z 


„2 


1 + Z‘ 


ahora reemplazando en la integral dada se tiene: 
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2 dz 


í ** -í 

1 + - 2 f 

J 5-4senx+3cosx J 

8r 3-3z 2 J 


5- 


J (r-2) 2 


z —2 


- + C' 


1+2 2 1+Z 2 


© í 


1-senx + cosx 
1+senx-cosx 




Solución 


A1 integrando expresamos en la forma: 


1-senx + cosx 


1+senx-cosx 
1-senx + cosx 


= -]+- 


J 


dx 


1+senx-cosx 
2 


+senx-cosx 




, ahora reemplazamos en la integral dada 

dx 


+senx-cosx 


)dx = -x +2 J 


1+senx-cosx 


(1) 


2r 1—r 2 . 2¿ 

como senx = -——, cosx =-—, dx= -- 

1 + r 2 1 + r 2 1 + r 2 


2 dz 


í 


dx 


1+senx-cosx 


-f_-..-f-*. 

J 2r 1-z 2 Jr 2 +r 
1 +---- 


- 0 - ? 
1+Z~ 1 + 


-J ( 


11 " 2 

)¿fe =ln |-^—|= ln|—^-| 


r z +1 


+ 1 


luego reemplazando (2) en (1) se tiene: 


J 


tg- 

l-senx + cosx , , & 2 

rfx = -x + 21n|-— |+c 


1 + sen x - cos x 


x , 

tg- + l 


x , 

tg-+l 


( 2 ) 


© íir- 


dx 


(2 - sen x )(3 - sen x) 
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Solución 

Sea z = senx, entonces hacemos la descomposición 


_1_ = _1_ 

(2 - sen x)(3 - sen x ) (2 - sen x)(3 - sen x ) 

1 A , B = AQ~=) + m + z) 

(2-r)(3-z) 2-z 3-2 (2-z)(3-z) 

igualando los numeradores se tiene: 1 = (-A— B)z + 3A + 2B, por identidad se tiene: 
\-A-B = 0 \A = 1 

< => < ... ( 2 ) 

\lA + 2B = \ [5 = -l 

ahora reemplazando ( 2 ) en ( 1 ) se tiene: 


_ 1 _ = _ 1 _ 1 _ 

(2-senx)(3-senjc) 2-senx 3-senjc 


f clx 

f dx 

f dx 

J (2-senjc)(3-senjc) 

J 2-senjc 

J 3-senx 


ahora calculamos cada una de las integrales: 


... (3) 


2 dz 


r * -1 

r i+- 2 | 

r dz _ i 

P dz 

' 2-senx J 

V, 

2“ — Z + 1 J 

1 1,2 3 

(z- ) +- 

2 4 


2 2z —1 



2tg(jc/2)-l 


... ( 4 ) 


f * _| 

2 dz 

[ 1 + z 2 _i 

f...... 2 * - 2 | 

r d = 

-2| 

r dz 

J 3-senx • 

' 3 - v J 

l + z 2 

1 3z 2 -2z+3 3 J 

, 2 

Z'- 2 + 1 

3 

3 J 

3 9 
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1 r-1/3 1 3r —1 1 , 3 tg( 2 * \ 

3 


..(5) 


reemplazando (4) y (5) en (3) se tiene: 


J 


í¿C 


(2 - sen x)(3 - sen x) J 3 


2 2lg(|)-l , 3tg(|)-l 

arctg(---) —pr arctg(— 7 ^ 7 =—) + c 


V3 -v/2 


Zjl 


© í 


¿/jc 


3sen 2 ,y + 5cos 2 x 


Solución 


Multiplicando numerador y denominador por sec 2 jc 


r dx _ r sec“ xdx 

J 3sen 2 x + 5cos 2 x * sec 2 x(3sen 2 x + e — 2 


5 cos x) 


Í sec xdx _ 1 r 
^ to" V-4- S M j 


a/ 3 sec 2 y dx 


3tg 2 x + 5 -\/3 m->/ 3 tgx ) 2 + (V5 ) 2 -v/l5 


1 J3lgx x 

arctg(— 4 —) + c 


V5 



J 

J 


dx 

4-3cos 2 x + 5 sen 2 x 


_ dx 

4-3cos 2 x + 5 sen 2 x 


Solución 


J 


dx 


4(sen 2 x + cos 2 y)- 3 cos 2 x + 5sen 2 v 


sec 2 xrfx 1 r3sec 2 xí/x 1 


f d* _ f seC ' xdx _ 1 r 

J 9sen 2 x + cos 2 x J^tg^x + l 3J 


= -arctg(3tgx) + c 
( 3 lgx)'+l 3 

























Integral Indefinida 


195 


Solución 


© 


í dx -\ 

r dx -| 

r dx 

* 1 + sen 2 x ■ 

1 1 7 

} serr x + cos~ jc + sen - jc J 

2sen 2 x+cos 2 x 


1 e -v/2 sec 2 xdx 1 , rr 

= —f= - 7 — = "7 =■ arctg(V2 tg v) + c 

V2 J (^/2 tg.r) 2 +l V2 

r íir 

sen 2 x + 3senjccosx-cos 2 x 

Solución 

Multiplicando numerador y denominador por sec 2 x 
sec 2 xdx r sec 2 jc 


J— 

J cpf 


sec* x(sen _ x+3senxcosx-cos x) J tg"x+3tgx-l 


= í— 

J to" * 


=í 


sec 2 xdx 


9 13 


=J 


sec" xííc 


tg x+3tgx+— — (tgx+—) 2 — (~~~) 


3 x2 _VÍ3 . 


3 JÜ 

1 , , gX+ 2 2 , 1 . .2tgx+3-^3. 

ln|---^|+c = -=ln|—--— |+c 


•>/13“*' 3 -VÍJ VÍ3 2tgx + 3+-y/3 

tgx+—+-— 

2 2 


© J-T- 

J cpn" v — 


c/jc 


sen - x - 5 sen x. cos x 

Solución 

Mulliplicando numerador y denomir.ador por sec 2 x 

scc 2 xtiv 


r t/x _ r scc 3 

J sen 2 x - 5 sen x cos x J sec 2 x(sen 2 x 


5senxcosx) 
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-i 


sec 2 xdx 1, ,tgx-5, 

-sr =—ín|— - \ +c 

25 5 tgx 






Calcular las integrales indefinidas siguientes: 




J 

í 


dx 

2 sen x - 3 cos x-5 


dx 

4senx+3cosx 



í 


dx 

3 + 5 cos x 






J 

J 

J 

J 


dx 

senx + cosx 


2-senx 
2 + cos x 


dx 


dx 

flcosx + fesenx 


dx 

1+senx-cosx 


,x x * 

1 tSÍy) - 

Rpta. —-¡= arctg(- F —) + c 

-t/3 +/3 


2 3, 4- 9 

Rpta. —lnj---|+c 

5 3tg| + l 


1. «?) + 2 


Rpta. — ln |—--|+c 

4 tg(|)-2 


Rpta. —=ln | 


, tg(¿)-l+V2 


tg(|)-l-^2 


l+c 


4 1 x 

Rpta. ln 12 + cos x | + —¡= arctg(-¡= tg(—))+c 

V 3 >/3 2 


,a. 


x + arctg(—) 

Rpta. -p==ln|tg(--——) | +c 


4~a 


2 +b 2 


tg(f) 

Rpta. ln|--—|+c 

i+tg(|) 
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J 

í 

í 

í 

í 

í 


dx 

5+4senjr 

sen xdx 
2-senjt 

_ dx _ 

(2+cos *X3+cos jc) 

_ dx _ 

cosx+2senjr+3 

_ dx _ 

8-4senx+7cosx 

1-cosx . 

- dx 

1+senx 


í 

/ 

í 

í 


dx 

4senx-3cosx 


%dx 

3cos2x+l 


cosx dx 
l+2cosx 


dx 

2senx+2cosx+3 


2 StgA+4 
Rpte. y arctg(- 1 -)+c 


4 2tg(|)-l 

Rpt*. -x+-j=mlgi — -¿j —)+c 


2 <> 
**“■ l2^~W )+C 


arctg(l+tg(-))+c 


Vh)-5 
ln|—í-|+c 


Rptau 


tg(i)+i 


-ln|l+senx|+c 


1 3 ^I>" 1 

Rpte. ~-ln|--|+c 

l*(y)+3 

Rpta. V21n| ^ - - ^ |+c 
tgx-V2 


x ^/3 

Rpta. — +—in| - ¿-| +c 

2 6 


Rpt*. 2 arctg(2 + tg(—))+c 

JL 
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S) f—— 

J l + senx + 


cosx 


Rpta. ln 11 + tg(—) [ +c 


§> J 


dx 


3cosx+senjc+l 


i «^ 1 

Rpta. — ln|—--|+c 

3 


f dx 

J a 2 + b 2 -2i 


2ab cos x 


_ 2 r o+/> x n 

Rpta. __arctg[—~tg(-)] + c 

a -b~ ¿ — o ¿ 


í 


dx 


sen 2 x-5 sen x. cos x 


Rpta. -^ln| 1-5ctgx |+c 


í 


cosx dx 


sen 2 x-6senx + 5 


_ 1. . senx-5 . 

Rpta. — ln |- |+c 

4 senx+1 


© J 


dx 


cos 2 x + 2senxcosx + 2sen 2 x 


Rpta. arctg(senx + l) + c 


© J 


dx 


sen 2 x + 3senxcosx-cos 2 x 


n t 1 , , 2tgx + 3-VÍ3 
Rpta. —p=ln|-==■ | +c 

V13 2tgx + 3 + Vl3 


J 


sen2x dx 
sen 4 x + cos 4 x 


Rpta. arctg(2 sen 2 x - 1 )+c 


© J-¡ 

J to 


dx 


© J^ 


tg" x + sen" x 
1 + tgx 


tgx 


■dx 


_ 1 r 1 .tgx . 

Rpta. -y [c tg x + —j= arctg(—^=-)] + c 


Rpta. -1 n | cos x - sen x | +c 


© ¡ 


dx 


senxsen2x 


Rpta. In | tg v + sec x | - y cos eex + c 


® J 


dx 


(sen x + cos x)' 


„ 1 
Rpta.-+ c 

1 + lgx 
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® J 


dx 


(tgjc + l)sen _ x 
dx 


@ í ~~ 4 ~ 

'^ J 1-sen 4 jc 


Rpta. ln| l + t*tgjc |-ctgx + c 


Rpta. + ~~j^ arctg(V2 tg jc)+ c 


32) f-*- 

J 4 + tgA +4ctgjc 


4xr 3 2 3 

Rpta. lnI tgx + 21 +—- — -—ln| cosx | +c 

25 25 5(tgx + 2) 25 


© 1 


dx 


tg x. cos 2jc 


n . , . c.senx 

Rpta. ln | - | +c 


-s/cos2.r 


í 


senjc dx 


cos jc(1 + cos' x) 


Rpta. -jin| 1 + sec 2 jc| +c 


í 


dx 


(senx + 2sec x) J 


_ cos2x-15 4 , 4sen2jc . 

Rpta. -+-^arcsení-) + c 

15(4+sen2.r) 15VÍ5 4+sen2x 


J 


dx 


a 2 sen 2 x + b 2 cos 2 x 


_ 1 ,<ztgx 

Rpta. —arctg(——) + c 
ab b 


í 


dx 


4senx+3cosx+5 


Rpta. — 


1 


<g(f> + 2 


-+c 


® \ 


secx dx 


2tgx+secx-l 


1 

Rpta. — ln |-|+c 

2 <g(f)+2 


© J 


dx 


3 + 5 sen x + 3 cos x 


Rpta. iln|5tg(|)+3|+c 


r dx 

I ■> i ,■> ■> 

J a~ sen x-b~ cos x 


_ 1 , . ctsenx—ócosx . 

Rpta. —ln|- |+c 

ab a sen x + b cos x 
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J 


dx 


cos jc(cos ~ x + 4 sen x - 5) 


Rpta. ln|(l-senjt) 1/2 (l + senx) 1/8 (2-senjc) 4/9 |+c 


J 


CtgJC-COSJf + CtgJC + l + COSJC , _ ^ , . ->, X x , X 

- dx Rpta. ln | tg“ (—) I +* - tg— + c 

ítgJc + ctgjr.cosjc +cosccx + ctgjc 2 2 


© J 


sen jc.cos 2 jc dx 
1 + fl 2 cos 2 JC 


„ COS JC 1 

Rpta.----arctg(acosjc)+c 

fl 3 fl 3 


í 


© J 


(1 - a cos jc )dx 
l-2flcosjc + fl _ 

(2 + 3cosjc)dx 
cosjc(1 + 4cosjc) 


„ x ,1 + a JC, 

Rpta. —+ arctg(--tg-) + c 

2 1-a 2 


Rpta. 21nJsecjc + tgjc| 


Í5 V5 + 

lJ ln, 7T 


'JJ tg(x / 2) 

^-i/3tg(*/2) 


I+C 


© J 


2senjc-cosjc 
3sen 2 jc + 4cos 2 jc 


dx 


„ , 2 cosjc, 1, ,2 + senjc, 

Rpta. —■= arctg(— t=-) -—ln | -J+c 

V3 V3 4 2-senjc 


J 


(sen jc + cos jc)dx 


2sen 2 jc-4senjccosJC + 5cos 2 jc 


_ „ 3 # ~ , 1 . . V6 + 2senjc + cosjc. 

Rpta. — arctg(senjc-2cosjc) +-r=ln|-=-|+c 

5 10v6 v6 -2sen jc-cosjc 


® J 


sen 2 jc— 4senjccosjc+3cos 2 jc 


dx 


senjc + cosjc 


Rpta. - sen jc+3cosjc + 2-\¡2 In | tg(^+—) | +c 


J 


senjc + 2cosjc-3 
senjc-2cosjc + 3 


dx 


3y 4 6 5t gí 2 ) + 1 

Rpta.-+—ln|senjc-2cosjc+31—arctg(---) + c 

5 5 5 2 


2 
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í 


(2sen x + cosx)dx 
3senx + 4cosjr-2 


2 , 4 V7+^3(2lg(|)-l) 

Rpta. —x —ln|3senjr + 4cosjc-2| + —=-ln|--- 

5 5 ^ Jl-lM 2,gí-l) 


|+C 


í 


sen 2 jrrfr 
1-tgjr 


í 


3senjr + 2cosjc 
2senjc + 3cosjc 


dx 




sen 5.r + sen jc 
+ 2 cos 2jc 


dx 


© í 


dx 


(tgjr + l)sen" jc 


í 


dx 


3sen" x + 5cos“ x 


r ísecx - 
J \secx + 


tg* 

tg* 


dx 


/— 

J spn 


dx 


sen" 2x.cos 2x 


58) f cosx + senx ^ 
J cos2 n -sen2jc 


© (—- 
v -' J 13-5o 


5cosx 


í 


cos2jc dx 
sen 4 jc + cos 4 jc 


61 ) 

J 5 + 2senjc 


í 


cos ecxdx 
3 + 4tgx 


1,<U6 


Las integrales de las íunciones elementales que no son racionales, representa gran 
dificultad en calcularlas, incluso cuando una función elemental que es la integral de 
una función dada. realmente existe. En esta sección trataremos de ver criterios para 
algunas integrales Irracionales. 


ler. Integrales de la forma. 




Hii 


E1 calculo de estas integrales se realiza completando cuadrados en el trinomio 
ax 2 +bx + c , es decir: 


? b c 


b .? 4 ac—b 1 


ax~ +bx+c = a(x~ +— jc+— ) =a(jc" +— jc +—-)+c -=o(jc + —) _ + 

a a a 4a~ 4 a 2a 4 a 


r (Ax + B)dx _ f 

i~rr=—-y 


(Ax+B)dx 


4 


ax~ +bx + c 


, , b x2 Aac-b 2 
¡a(x + —y + - 


4 a 
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Luego se hace la sustitución 
integración. 


z=x +— y se aplica las formulas básicas de 
2 a 


Ejemplo. 


Calcular ia integral 


í 


C x + 2)dx 
-s/4 — 2x — jc 2 


Solución 

Completandocuadradossetiene: 4-2x-x~ = 5- (x - +2jc + 1) = 5-(y + 1)“ 


(x + 2)dx _ r (x+2)dx 
-\/4 — 2 jc—jc 2 -y/5 —(jc + l) 2 


...d) 


sea /=x+l => x — z — 1 => dx = dz 

ahora sustituyendo en la ecuación (1) 


j* (x + ¿)dx r (z-i + ¿)Oz c(z + \)üz r zdz f tíz 

^¡4-2x-x 2 ■' 's¡5-z 2 ^ 'Js—z 2 ■* s¡5-z 2 * 


.x + l 


= -^5-z 2 + arcsen(-j=) + c = -~j4-2x-x 2 + arcsenC-^ 1 ) + c 

-J5 V5 


2do. Integrales de la forma. 



donde a.b.c.d son constantes y n es un número natural y además ad — bc ^ 0. 


Para calcular estas integrales se debe transformar en integrales de fúnciones racionales 
en z, mediante la sustitución. 


-• 


= =*l ax + b ; despejando xsetiene x =——dedonde 


cx + d 


cz" -a 


dx = 


nz" l (ad-bc) , 
- ;—dz 

(cz n -a) 1 



\—x dx 
l + .v x 


Ejemplo. Calcular la siguiente integial. 
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Solucién 


De acuerdo al criterio establecido: 


- de donde al despejar x se tiene: 

1 + jr 


|__ 3 

x = —- => dx — -. Ahora reemplazando en la integral dada: 

- 3 


1 + z 


(1 + = J V 


f Jl-x dx _ r l + z 3 -tz 2 dz f z 3 dr f 2 3 ¿fc 

JVl + x' x J~V_- 3 (1 + JV J J(l-.- 3 )(l + _- 3 ) J (_- 3 -1)(_- 3 + 


1) 


r. A B Cz + D Ez + F _. 

= 6 [-- +-- + —-+—- ]dz 

' 1 - +1 r 2 +z + l r~ -r + 1 

_6 fr 1 1 r + 2 r-2 

6-1 2-1 2 + 1 z~ +2 + 1 2 2 —r + 1 


=[ln| 2 -l| + ln| 2 +l|-iln| 2 2 +2 + l|-iln| 2 2 -2 + l|- 

-a/ 3 arctg( "^ --) + -7J arctg ( 2 ^í J ) + c 

1 /í 

= ln| 2 2 -1|-—ln|( 2 2 +2 + l)(r 2 -2 + 1) [ —y/3 arctg(——) + c* 

2 2r 2 +1 


3ro. Integrales de la forma: 




m 




donde a, b, c, d son constantes y además ad — bc * 0; p x , p 2 p k , q x , q 2 ,—,qk 
son números enteros, siendo R una función racional. 


Para calcular estas integrales, se debe de transformar en una integral de una función 

racional en z, mediante la sustitución z n = ^ donde n es el mínimo común 

cx + d 


múltiplo de los números q x , q 2 ,--,qi <. 
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Ejemplo. 


Calcular la integral indefinida. 


x 2 +Vl + * 


dx 


Solución 


Sea z = 1+jt => 


.- 2 =yr 

-- 3 =VÍ 


+ x 


entonces jr = r <s -l => dx = 6z 5 dz 


+ x 


r + -\/l + x j f(- 6 -l) 2 +r 3 5 


ÍTiSr-f 


6r 5 <fc = 6|r s (r ,2 -2r 6 +] + r 3 )<t 


_16 _10 J 1 w 4 

= 61 (r'" -2r 9 + r 6 + r 3 )dz = 6[--—+—+—] + c 

16 5 7 4 J 


= 6|(r ,5 -2r s 


. 4r - “ - 3 1, -^/(* + l) l + X VÍ+^ 1 

10 5 7 4 J ^ 16 5 7 4 



4to. Integrales de la forma: 


donde P„ (x) es un polinomio de grado n. Para calcular estas integrales, a la integral 
expresaremos en la forma: 


f Pn(x)dx ^ = (x)'\[ax 2 + ~bx + c + A J - j= = 

J -\ax~ +bx + c J -Jax 1 +b 


..( 1 ) 


bx + t 


donde Q„ x (jc) es un polinomio de grado n — 1, con coeficientes indeterminados y X 
es un número real. 

Los coeficientes de Q„ ¡ (x) y el número A se encuentran derivando la ecuación (1). 


Ejemplo. Calcular la integral indefinida J —== 


x 2 dx 




x + \ 


Solución 


A la integral dada expresaremos en la forma: 
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f ' Y = =(Ax+B)4x* -jc + 1 = 

* V* 2 -jr+i ^ Vjf 2 —jc+i 

ahora derivando la ecuación (1) se tiene: 

A' 2 . / 7 7 (ALc+5)(2jc-1) A 

= Ayx~ -jc+ 1 +-— + _. = 

•yx 2 -x + \ lyx 2 -x+\ *Jx 2 —x + \ 

multiplicando a esta ecuación por ^jx 2 -x+ 1 
2x 2 =2/4(x 2 -jr + l) + (.4jc+fi)(2jf-l) + 2A , agrupando 
2 jc 2 =4Ax 2 +(2fi—3/4 )jc + 2/4 + 2A-1? 
luego por identidad de polinomios se tiene: 


4/4 = 2 
25-3/4 = 0 
2/4 + 2A - 5 = 0 


...d) 


1 3 1 

resolviendo el sistema se tiene; A = —, B= —, A = — 

2 4 8 


reemplazando estos valores en (1) se tiene: 

f T-lf , í 


2x + 3 


I 2 7 1 f dx 

8 Íí V~T 

ft + 4 


= - 2* + ^ -v/* 2 — jc + 1 -—ln|2jc—1 + 2-\/jc 2 —jc + 1 | +c 
4 8 


5to. Integrales de la forma: 




J ¡ttHM +bx+£ 


Para calcular estas integrales se debe de transformar en integrales de la forma del 4to. 


Caso valiéndose de la sustitución / 


1 


1 

=> x-a = - 


x-a 
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Ejemplo.- Calcular la integral indefinida: J* 

Solueión 

A la integral dada expresaremos así: 


dx 


(x 3 +3x 2 + 3x + \)'Jx 2 +2x-3 




dx 


(jr 3 +3x 2 +3x + \yjx 2 +2x-3 J (jc + 1) 3 -^/(jc+1) 2 —4 


-s 


dx 


...( 1 ) 


sea / = —-— => jc + 1 =- => dx = reemplazandoen la ecuación (I) se tiene: 
jc + 1 í t 2 


dt 


dx 


-1 

r i 2 -_i 

r t 2 dt. 

3 ^ 

/ 3 *\l 

1 

1 

1 Vl-4, 2 


... ( 2 ) 


t“dt 

calculamos la integral | . aplicando el 

J V1-4/ 2 


caso anterior 


f = (>f/+—4/ 2 + a|* -JL = 

J ^M 2 J -fi^t 2 


...(3) 


. , y , v . / 2 Á L —7 ~ 4t(At + B) A 

derivando la ecuacion (3) se tiene: --- = A^j\ -4/ ~- ===== + . ■ 

VÍ-4í T Vl-4/ 2 Vl-4/ 2 

multiplicando a esta ecuación por -J\-4t 2 

t 2 =A(\-t 2 )-4t(At + B) + Á, agrupando / 2 =-SAt 2 -4Bt + A + A , poridentidad 


-8v4 = 1 

-45 = 0 resolviendo el sistema se tiene: A= —, B = 0, Á =— 

8 8 

/4 + A =0 
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reemplazando estos valores en (3) se tiene: 
t 2 dt t r tt 1 f dt 


í———— = -—4\-4t 2 +— f——— = ——a/i— 4/ 2 +—arcsenf2/) 

W * « 16 


8 

ahora reemplazando (4) en (2) se tiene: 
dx 


... (4) 


f-—— . - =—-\/l —4/ 2 —— arcsen(2/) + c 

(jc 3 +3jc 2 +3x+l)yjx 2 +2x-3 ^ ^ 


V-v 2 +2,r-3 1 2 

---arcsen(-) + c 

8(jt + 1)" 16 jf + 1 


6to. Integrales de la forma. 











1 ? 







... (a) 


donde m, n y p son números racionales. 


Para calcular estas integrales se aplica las condiciones de “CHEBICHEV” y mediante 
este criterio a la integral de la ecuación (a) se puede expresar como una combinación 
finita de funciones elementales solamente en los tres casos siguientes: 

i) Cuando P es un número entero. 
m + 1 


ii) Cuando 


n 


, es un número entero, en este caso se hace la sustitución 


z s = a + bx ", donde s es el divisor de la fracción P. 
m +1 


iii) Cuando 


n 


+ P , es un número entero, en este caso se hace la sustitución 


= ax ” +b , donde s es el divisor de la fracción P. 
Ejemplo: Calcular la integral indefinida: fjt' 3 (l+2jr 2 )“ 3/2 rfx 

Solución 


Aplicando el criterio de CHEBICHEV. 
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m +1 3 + 1 


= 2 es un número entero. entonces 


n 


Sea z 1 =1 + 2jc 2 


2 z 2 ~l A zdz 
x =-, xdx = - 


jx 3 (l + 2x 2 )~ ií2 dx = jx 2 (l + 2x 2 )~ il2 xdx = j )~ ii2 


1 - 2 +l 1. l + x 2 , 

= 4 ( — > l+C -2 ( J^ )+C 


Ejemplo. Calcular la integral indefinida: 


ida: í-*_ 

47 t/í + ' fx * 


Solución 


A la integral dada escribiremos así: 


J 


dx 


47f+ 




... ( 1 ) 


ahora aplicando el criterio de CHEBICHEV 


w+1 


n 


3 . 
— + 1 
2 _ 

3 

4 


= — no es número entero 
3 


w + 1 2 1 

- + P = -= -l esun numero entero 

n 3 3 


Luego z 3 =x" 3/4 +l => x’ ,H =— 


3/4 


Z 3 -1 
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x = 


(- ~ 1 ) 


4/3 


dx = -4x 2 (z 3 -l) 7n dz 


...( 2 ) 


reemplazando (2) en (I) se tiene: 

J[(r 3 —l)~ 4/3 ] -3/2 (l+— L-) -1/3 (-4r 2 )(2 3 dr 

= —4f zdz = —2z 2 +c =—2^J(x~ 3 ' 4 +1) 2 +c 

7mo. Integrales de la forma. 

donde a, b, c son números reales 

La funcíón R(x,*Jax 2 +bx+c) se denomina irracionalidad cuadrática. 

Cuando el trinomio ax 2 +bx+c tiene raices x x ,jr 2 entonces 
ax 1 +bx + c = a(x-x x )(x-x 2 ) enestecasosehacelasustitución. 

^Jax 2 +£»jc+c =t(x-x j) 

=t(x-x x ) 




ahora elevando al cuadrado se tiene: 
a(x-x 2 ) = t 2 (x -JCj) dedonde 

A1 momento de hacer las sustituciones se tiene la integral de una fiinción racional. 

Cuando el trinomio ax 2 +bx+c no tiene raices reales y a > 0 la integral se 
transforma de una fimción racional haciendo la sustitución de Euler. 




'ax 2 de donde: ax ¿ + bx+c = V 




+ ax 2 
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Luego se tiene: ■Jax 2 +bx + e = t - x-Ja = t — f —¡=-— -Ja 

2Wa +b 


por lo tanto se tiene una función racional de t 


J R{ x, 4ax 2 +bx+c )dx = ^R x (t)dt 


Observación.- Sia<0yc>0 (ax' +bx+c>0) sepuedehacerlasustitución. 


~+^C+^;:= Xt +i¡C 


Ejemplo. Calcular la integral indefinida: í- - 

3 l + x^jl + x 2 


Solución 


Sea -J\+x 2 = t + x , de donde al elevar al cuadrado se tiene 


1+x 2 =t 2 +2tx + x 2 


=> x = 


1 -tl 

21 


Luego -Jí+x* =t + 


2 . 1 -t 2 t 2 +1 


2/ 2t 


\-t 2 


t 2 +1 


Como x = -—— => dx = —-— ~dt , Ahora reemplazando en la integral dada: 
2 1 21 2 


f dx -\ 

r ~(r+\)dt 1 ,1 

r (r+\)dt 

r (r+\)dt 

' 1+Wl+jr 

' \ 1 -t 2 l +t 2 2r J 

1 +-.- 

2t 2/ 

1 

1 

+ 

r*i 

' t 4 -4/ 2 -1 


Factorizando el denominador se tiene: 


f dx _ r (t 2 +\)dt _ f (r +1M/ 

M+Wl+-v 2 f4 ~4/ 2 -1 3 (t 2 -2-^Í5)(r-2+-j5) 
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= 2 h 


At + B Ct + D _ 

+ —- —]dt 


2 -V 5 r-2+42 


...( 1 ) 


Ahora calculamos los valores de A,B,C y D. 


1 


r 2 +1 At+£ Ct+D ( At+B)(¿ -2+t/5)+(C/+P)(/ 2 -2-^5) 

A -4r -i~ r -2-45 + 1 2 -2+45 ~ (r -2-45)(r -2+45) 


t 2 +1 = A(t 3 -2t+45t) + B(r -2+45)+C(t 3 -2t-45t) + D(r-2-45) 
t 2 +I = (y4 + C)r 3 +Dt 2 +((-2 + 45)A-(2+45)C)t + (45-2)B-(2 + 45)D 


A + C = 0 
B + D =1 


(-2 + 45)A-(2 + 45)C = 0 
(45-2)b-(2+45)D = \ 


A = 0 
2 + 45 
245 


B = 


C = 0 


D = 


^5-3 

2^5 


... ( 2 ) 


3+45 f dt 41-3 


f rf-v _ ?f 3+V5 f dt 

'l+Wl+x 2 ~ 4 2+/5 J( 2 -2- 


f tf/ 

-n/5 ’ 2^/5 J t 2 -2 + 45 


] 


„3 + ^5 1 , .t-2 -45 . 45 -3 1 , . / ,, 

2^5 -J2 + 45 t+2+ 45 241 445^2 445—2 


3 + 45 . .4Í+X 2 -x-^¡2 + 45 . 45-3 .4Í+X 2 -x. 

ln | - , .. - ■ | + r - arctg (— = ) + c 


4542+45 4 Í+ 4 2 -x+42+4? 45445^2 445^2 


Ejemplo: Calcular la integral indefinida: I" —— * + 3* + 2_ ^ 

J x + 4x 2 +3x + 2 


Solución 


Comoel trinomio x 2 +3x + 2=(x + 1)(jc + 2) entoncessehacelasustitución: 
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-y/* 2 +3x + 2 =-yj(x + V)(x + 2) = t(x + 1) 


■yf(x + l)(x + 2) = t(x +1) => jc + 2 = / 2 (jc +1) de donde 


2-t 
t 2 -1 




-2í 


(t 2 -1) 


— dt , ahora reemplazando en la integral dada. 


-^jx 2 +3x + 2 


2-/ 2 / 


^ jc+Vjf 2 +3 jc + 2 2-f f (/ -1) 

/ 2 -l / 2 -l 


donde 


4x^+3x + 2 =/( 2 ? f + 1 ) = -^ 


/ ¿ -l 


/"-1 


= -2f j zí Z íl -/ . . = -2f íltíZá. V- 
J 2 + /-/ 2 (/ 2 -l) 2 J/ 2 -/-2(/ 2 - 


/-+/-2 / 


1) J 


dt 


2 r /(/ +-2>¿// _ 2 r (/ +2/)¿// 

J í,_?v/-v/+n 2 j (/-2)(/-l)(/ + l) 3 


= -2 (-+ — 

J /-2 /- 


C D E 
■ H-1-1“ H- 

i /+i (/+i ) 2 (/+i ) 3 


..(i) 


ahora calculamos las constantes A, B, C, D y E. 


/ 2 + 2 / 


A B C D E 
■ + -+-+-—+- 


(/ — 2)(/—1)(/ +1) 3 t-2 t- 1 / +1 (/ + 1) 2 (/ + 1) 3 


/ 2 + 2/ = A(t - 1)(/ +1) 3 + B(t - 2 )(/ +1) 3 + C(/ - 2)(/ -1)(/ +1) 2 + 


+D(/ - 2)(/ -1)(/ +1) + E(t + 2)(/ -1) 


/ 2 + 2/ = >í(/ 4 +2/ 3 -2/-l) + 2?(/ 4 +/ 3 -3/ 2 -5/-2) + C(/ 4 -/ 3 -3/ 2 +/ + 2) + 


+ D(/ 3 -2/ 2 -/ + 2) + £(/ 2 -3/+ 2) 
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r +2t = {A + B + C)t* +(2 A + B-C + D? +(-3B-3C-3D + E)r + 


+(A-5B + C~D-3E)t -A-2B + 2C + 2D + 2E 


A+B+C=0 
2A + B-C + D = 0 
< -2A-3B-3C-2D + E = \ 
A-5B + C-D-3E = 2 
-A-2B+2C+2D+2E =1 


a-± 

27 

B.-l 

8 


C = 


17 

216 


i.— L 

36 

6 


• • • 


( 2 ) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 

f Jt-V* 2 +3x + 2 f 16 6 34 10 2 . 

J x+->/x 2 +3x + 2 J 27(/-2) 8(/ — 1) 46Í/ + 1) 36 (t + l) 2 6(/ + l) 3 


=—ln|/-2|-iln|/-l|+—ln|/+l| 
27 1 4 108 


5 

4*-h 

18 (/+ 1 ) 


1 

- T + c 

6(/ + l) 2 


donde / 


Vx 2 +3x + 2 
—i 


8vo. Integrales de la forma: 


f +: %^¡ex+ flf )¡dx 


Para calcular estas integrales se debe de transformar en integrales de ia forma del 

. / 

7mo. Caso, mediante la sustitución / 2 =ax+b. 


Ejemplo.- Calcular la mtegral indefmida: 


J 


dx 


\+*Jx +J\ + X 


Solución 
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Sea z 2 - x => dx = 2zdz 


í 


dx 


= 2 i 


zd: 


1 +Jx+^l\+x J l + z + ^ll + z 2 


aplicando el criterio del 7mo. caso se tiene: ^jl+z 2 =z+i 


, . , 1 -r . r+1 , 

dedonde z = - => dz = - —dt 

2t 2/ 2 


... ( 1 ) 

l + z 2 =z 2 +2 zt + t 2 


r —t l -r r +1 

■yjl + z —z + t— -1■/ —- 

2t 21 

ahora reemplazando en (1) se tiene: 


/ 2 +l 1 -t ¿ 


f JL _ _2 f a V I dí = -2f 

M+Vx+v1+jc J l-/“ /'+l ^ 

1 +-+- 


1-/ 
4/ 3 


2/ 2 1 


2 / + 1—/ 2 +/ 2 +1 
2/ 


dt = 


-í— 

/ 2 f2/ + 


( 2 /+ 2 ) 


¿/ 


=1 f «líMzüdt =1 rílzíLtízi^ 

2 J / 2 (/+l) 2 J / 2 2J t 2 

I r, , 1 1 . l r / 2 . 1. 

— — I (/ — 1+- --)dt ——[ / +1 n / h—1 + c . 

2J t t 2 2 L 2 t 


.( 2 ) 


Como z 2 =x 


z = 4~x 


^77== 


+/ 


= 'Jl-z 2 -z = ~JT+x -«Jx 


que al reemplazar en (2) se tiene: 


f ' r ) 

J l+V*+-v/l + * 2 2 vl +x-Vx 


= 2, + i-y^i)^ + i in(VrT _ ^ 


+ c 
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16,17 FORWLAS PE KIOTCCIOK- 

Cuando en una integral I„ que depende de un número entero n, es posible hallar una 

fórmula en términos de otra integral de la misma forma en donde el número entero 
aparece aumentado o disminuido, a dichas expresiones se denominan formulas de 
reducción o de recurrencia o recursivas. 


Ejemplo.- Deducir las formulas de reducción de las siguientes integrales. 
dx 


© = Jt^ 


(jc-+a 2 )" a (2n-2)(x-+a')" 1 (2n-2)a 


= i(- 


, 2/i-3 , 

2 77 ^ T ^ + ~—— / »->- n ^ 1 


Solucién 


e dx 1 cx +a~~x~ . 1 ,r x~ +a~ . r x~dx . 

n ~i(x 2 +a 2 r~a 2 i (x 2 +a 2 ) n ~ a 2 ^ (x 2 +a 2 ) n J (x 2 +a 2 ) J 

1 r dx 1 r x 2 dx 


(i) 


calculando la integral í — * — por partes 

J (x 2 +a 2 ) n 


(x*+a*Y 


haciendo 


u = x 


dv = 


xdx 


du = dx 


-1 


v = 


2(n-\)(x 2 +a 2 ) n ~ x 


(x~ +a~) 

r x 1 dx _ 

i(x 2 +a 2 ) n (2n-2)(x 2 +a 2 ) n ~ ] 2n-2 J ( x 2 +a 2 ) 


J_r dx 

í-2 J (x 2 +a 2 ) n ~ l 


( 2 ) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 
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(2n-2)(x 


x . 1 1 ,f dx 

2 .n-1 + 2 T7Z , 2 , 2 vn 1 

+ a ) a a (2n-2) J (x +a ) 


2n-3 , 

+— -/«-i 


a 2 (2n-2)(x 2 +a 2 ) nl a 2 (2n-2) 


© K = Jsen" x 


sen w, jccosjc /i-l 


dx = — v "* + ——fsen" 2 xdx 

n n J 


Solucién 


I„ = Jsen" xdx = Jsen" 1 xsenxdx 


« = sen" 1 x 
dv = sen x dx 


du = (/i-l)sen" 2 xcosxrfx 
v = -cosx 


J„ = Jsen" 


x<¿c = -sen" I xcosx+ 


sen” 


-i 2 t 

“ x cos x dx 


= -sen"“ l xcosx + (/i-l)Jsen"“ 2 x(l-sen 2 x)dx 
= -sen" _1 x cos x + (// -1)J sen " 2 xcüx-(/i-l)Jsen" xdx 
=(l+(//-l))Jsen" xc/x = -sen" -1 xcosx + (w-l)Jsen"~ 2 xdx 


sen^xcosx /i-l 


I n = Jsen" x dx = + “—1 1 se n" ■ x dx 


— 1 f n-2 

— I sen 

n * 


I n = J x n e X dx = -x"e x + nl„. 


Solución 

















Itttegral Indefinida 


217 


/„ = J x"e X dx intcgrando por partes haciendo: 


u =x 


dv=e 'dx 


du = nx" 1 dx 


v - —e 


/„ = J x n e X dx = -x"e r +;/J x” l e X dx = -x"e x +nl„_ l 


© J* 


scn x cos x dx = 


sen'" ’ 1 x cos x " l x n - 1 


nt + n m + 


L J S 

n J 


m n l , 

sen rcos xdx 


dondc m y n son números enteros tales que m + n * 0 


Solución 


I u = cos" 1 X 


dv = sen m x cos x dx 


du = -(;i -1) cos" 2 x sen x dx 


v = 


s en" 1 " 1 x 
m + 1 


J sen'" x cos" x dx = 


sen"' ! xcos" 1 x n -1 


m + l 


/I * f m J ~ 2 n-2 _» 

+-I sen x cos xdx 

m + 1 J 


ni-\ ii-l i 

sen jccos jc w-1 


m + l 


+ —— fsen" 1 jc(1-cos 2 ,r)cos” 2 xdx 
m + ]J 


Jsen m xco^ xdx= 


seif Hl x cosí" 1 jc 1 


+- 11 — 1 fsen"' xcos" 2 xdx ~ fsen"'xcos” xdx 
J m+lJ 


m +1 w+1 


o+^f 

m + \ J 


1 i«+l n 1 * 

.f_ ___ w n _ i__ sen Jtcos Jt . n -1 f__ „-i 


sen jccos xdx = 


m 


:cos x /z-1 f 

+ 1 + m +1 J 


scn x cos ~ xdx 


J ! 


sen xcos xdx = 


sen mJ ‘ 1 xcos" 1 x /;-1 


m 


ccos x //-1 f 
-+-1: 

+ n m + nJ 


sen m jccos" 2 xdx 
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1.6.18 EJERCICJOS PROPI ESTOS,- 


© J 
© J 


Calcular las siguientcs integrales. 
dx 


(2 + xhfí 


+ X 


Rpta. 2arctg -Jl 


+ JC +£' 


d\ 


-J]+x + 1 

-s/l + JC — l 


Rpta. x + 4Vl + JC +41n(Vl + Jf -l) + c 


© 1 

r Ijxdx 

' a(-7a + Va) 

© J 

r (a + 1)í/v 
' aVa-2 

© J 

I* -v/a í/a 

© J 

r rfv 

1 W(^-l) 

© j 

r £¿v 

' -v/a +a/a 

© J 

1 * -Jx dx 

'v^- 4 /í 

© 1 

r dx 

-1 4/- 


Rpta. ln| 


A' 


(tfx+\)' 


\+c 


Rpta. 2-Jx - 2 + -J2 arctg( Y - ) + c 


x 5/6 o 2/3 

Rpta. a +^^— + — + 2'Jx + 3>/a + 6^/a + 6ln | §Jx -11 +c 

Rpta. 3\[x + 3 In | \[x — 11 +c 
Rpta. 2y[x —4$Jx +4\n\l + tfx \+c 


Rpta. ^ftíx^ + 2\/a^ + 2ln | l -\[x* — 1|+í- 


Rpta. ^( 3 v - 2) 1 2 +-( 3 a - 2 )‘ 4 +-ln| ( 3 a - 4) 1 ' 4 -1 |+í 
3 3 3 


r dx 

JjT+^ 


Rpta. 2-Jx -$\fx +6rjx — 61n(^/jc +1) + í 
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f e^jdx 
f l-V3x + 2 

Íí^í* 

f_ dx 

J -Jx+T+Vx+J 


Rpta. Vy(3c x -4)V(e x +l) 3 +c 

Rpta. -x+j(->/3x+2-ln(l+->/3x+2))+c 

Rpta. 2-7x+T-4^/xTT + 41n|l + Vr+jr |+c 


^ 4 ) J-\/2+'\/jc d!x 


Rpta. — {2+4x)0x+l4x -8)+c 


© J 


1-Vx+l 

í+VT+T 


rfx 


Rpta. 6t-3t 2 -2/ 3 +—/ 4 +—/ 5 -—/ 7 +31n(l + / 2 )-6arctg/+c donde f = tfx+l 

2 5 7 


© J 


(2 + x)rfx 
4^-2x-x 2 


Rpta. arcsen(^-^i) -^4-2x-x 2 +c 
-v 5 


© / 


x?dx 

VTv 


n 8+4 x 2 -3j: 4 t 2 

Rpta. -Vl-Jf +c 

15 


© J 


(x 2 +l)d!x 
V3+2 x-jc 2 


Rpta. 


—V? 


,x— 1 , 


.J+2x-x z + arcsen(-)+c 


© j 


x 2 dx 


Vs + 2x-j 


Rpta. - ^^ -V8 + 2x-x 2 +^arcsen(^j-^-)+c 


J 


x 2 -2x+5 


V9^ 


dx 


19 


V9-J 


x x^y-x 


Rpta. — arcsen—- — 2 — +2-y¡9~-x 2 +c 


© J 


x 3 -6x 2 +llx-6 
Vx 2 +4x + 13 


dx 
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Rpta. C 3 l4x +37)4x* + 4x + 3 -661njjc + 2'\/jc * 2 +4x+3 | +c 


© í 


(2x 2 -3x)dx 


4 ^ 


2 jc + 5 


Rpta. x4x^-2x+5 -5ln\x-l+^[x^--2x-¥5 \+c 


© \ 


3 x 3 dx 




x + 4 x + 5 

Rpta. (jc 2 — 5 jc + 20)^y/ jc 2 + 4 x + 5-151n( x + 2 + -\/* 2 + 4 x +5 | +c 


I 


© í 


(3jc ¿ -5jc )dx 
V3-2x-jc 2 

(x 3 —jc + 1 )dx 

•Jx 2 +2x+2 


Rpta. — 3 * - - - 9 -a/ 3 - 2 jc-jc 


: 2 +14arcsen(^y^-) + i 


r jc^ 5 jc 1 


Rpta. (--— + — yjx 2 + 2 x + 2 + — ln| jc +1 + -\/* 2 + 2 jc + 2 \ +c 

3 6 6 2 


© í 


3 jc 3 - 8 jc +5 

^fx 2 - 4 jc -7 


dx 


Rpta. (x 2 +5x+20)^^ +11 21n|jc-2+^^|+c 


■ 

© 

f dx 

x^3x 2 +2x — l 

© J 

r c¿c 

(x-I)Vjc 2 - 2 x -3 

© J 

r ctc 

jc^/jc 2 +4 


Rpta. - arcsen(-—-)+c 
2x 


« 1 , 2 x 

Rpta. —arcsen(-) + c 

2 x—1 


_ . 1 . . V* 2 +4 + 2 Vx 2 +4 

Rpta. —ln , ---—-— + c 

32 'V7Ü4-2 8x 2 
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@ J 


3 dx 


c^4x 2 -9 


_ 1 ,2x x 

Rpta. —arc sec(—) + c 


8 > J 


rfx: 


l -\/l6+x 2 


Rpta. ——~ -Jx 2 +16 +c 


96x 


© í^fn 

X V* -1 


¥> * 2x' +1 l ~2 - 

Rpta. --— V* -1 +c 

3x 3 


© Jr^rn 


-l)Wx 2 +3x + l 


_ 3x-5 f ~2 7 7 11 , , (x + l)«j5 +-\/x 2 +3x+l 

Rpta. --V* +3x + l-prln ----- +c 

20ÍX-1) 2 4^5 x-1 


J 




£m/i + * 


3/4 


Rpta. -%¡(x~ 3,A +l) 2 +c 


® í; 




^ 5 " 


„ . 1, .w 2 +w + l. 1 . /2w + l. 

Rpta. — ln(-—)—paretgí—j^)+c 

6 (w-1) 2 ^3 V3 


donde w = 




+ 1 


J 


rfr 


Ví 


+ x 


Rpta. —ln | 


í, .c¡v+x. i r VT+x 


^ tfl+x 4 -x 2 


| -—arctg[-]+c 


fVl-x 4 

J-?-* 


1 Vl~x 4 +1. 1 ^Jl-x* 

Rpta. —ln |---1--— : —+c 


4 r 4 


J 


Ví 


+X 1 ' 4 dx: 


Rpta. — (4~Jx +tfx -3)^/l + x l 4 +c 


@ J^/x(I-x 2 )rfr 
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Rpta. -^-—ln | . U + * -1- \= arctg ( — p- -) + c 

2(u 3 +1) 6 2^3 S 


® j 

r dx 

U u vi+í 4 

® J 

r ítr 

1 x 6 (65-x 6 ] 

© J 

rV jc 2 +9 , 
í ,3 * 

© J 

\ + ^dx 

' X 


„ 1 A+x\ 3 1 ÍA+x\s 

Rpta. -J (——) 3 J(—— f 

3 v X 4 10 V X 4 


1 ÍI + JC 4 

2V x 4 


Rpta. ——( 65 * ) S/6 +t- 
325 r ft 


Rpta. — lnx-—ln| 4x* +9 +3\- ^ X ~ +c 
6 6 2x 2 


Rpta. ÓM + 21n| . “ * |-2arctg( ^ + S +c 

s]u 2 +u +1 “v3 


donde u = (1+Vx) 1 ' 3 


J 






Vl+Jt 3 1 .2^1+-r 3 +x 1 

Rpta.-+-parctg(- P -)--ln — 

* V3 V3jc 3 (1+x 3 ) 1/3 +x(1 + x 3 ) 1/3 +jc 2 


(l + x 3 ) 1/3 +x 


tI + í ‘ 


© JV¡ 


1 + x 1/4 dx 


Rpta. 12[ 


W 13/3 3m 10í3 3 w 7 ' 3 m 4/3 


13 10 7 

donde w = 1+x 1 ' 4 


]+c 


® J^rjr? 


/1 

Rpta. —(2x 2 -l)+c 
3x 3 


47) í- — . n > 2 

^ ^/(1+/)''" 


»1 


„ d + Jr") ■ 

Rpta.-—+c 


(n-l)x 


n-1 
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/ 


dx 




D ^ 1, - /~ 1 , V3 t 1 + 2/ 

Rpta. — lnl— == |+— arctg —?=— vc 


5 l 


/'+z+i 


V3 


donde / =^/l 


+ x 


/ 




(x * 2 -\)^jx 2 — x —1 


„ . 1 . x—3 1 3x + l-2Vx 2 x 1 

Rpta. — arcsen -¡= —ln - +c 

2 (x-lh/5 2 x+1 


® / 


dx 


(2x-3)^4x-x 2 


n . 1 . . x+6+-V60x-15x 2 . 

Rpta. —p=ln|---1 +c 


VÍ5 


2x-3 


/ 


dx 


:^/(l + x 4 ) 3 


Rpta. — ln|^= ^l arctgVl-t-x 4 +c 

4 VTTI+i 2 


V3x + 5 


dr 


© / 




dx 


Rpta. 2J3x+5|+c+V51n|^ 3x+5 —^|+c 

-v/3x+5+V5 


Rpt»* -gQ 


©>• 


+c 


f EÍÉÍ 

JVl+x x 


/ 


rfr 


^/(x+l) 2 (x-l) 4 


_ ^ , . Vl+X-*y/l-X . _ _ /1-X 

Rpta. ln| f . — ; .. . |+2arctg A |-—+c 




Rpta. 


-M*» 

2 l(x-l 


+ c 


í 


x dx 


■y/x + l+Vx + 1 


Rpta.|(x + 1) 3/2 -|(x+l) 4/3 +|(x+l) 7/6 -(x + l)+|(x+l) 5/6 -|(x+l) 2/3 

3 4 7 5 2 


+ c* 
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© J 


dx 


(2x + 1) 3 ' 2 -(2jc + 1) 1/2 


Rpta. j(2x + l) w3 + 3(2x +1) 1 ' 6 +3 ln| %2x + l -11 +c 


® J 


J 


© f 


dx 


■Jí- 2 x -^/1-2jc 


^ cic 

1 + V* 


dx 


jc(1 + 2 -Jx +\fx) 


Rpta. — ln | 


Rpta. — \/l — 2jc — 2^/l — 2 jc — 2 ln | ^/l — 2jc -1|+c 


Rpta. -2-yfx + (A[x-5 arctgV* + c 


tljx 


___ _- t- | 2 arcte 

4 ' ' 2-Jl 8 -Jl ’ 


J 




© J 


^(jc-tf)" +1 (x-¿) n+1 
-s/jc rfx 


„ , W íx-¿) 

Rpta. -»- +c 

b—a V x—a 


I 


a+^t) 2 


r dx 

J xVl + x 5 


JV3x-x 3 rfr 


Rpta. |* 5, ‘ - 


26 




4x 1/2 +18 x 16 +—-y^-llarctg^/jc+c 

1 + Vx 


._ 

l-i /“1 , V3 1 + 2/ 

Rpta. —ln|- = - |+ — arcfg(—p^)+e 


5 4 , 


t +r+l 


V3 


H 


donde / = >/T+ x 


© 




í 


3t 1, ,(f + l) 2 V3 .2/-1 

Rpta. — -- ln(— — — ) —— arctg( —■=-) + c 

2(/ 3 +1) 4 t 2 - t +1 2 V3 v 

V3x-jc 3 


donde / 
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(65) +-\¡x) A dx 


„ 2x r 24 6 rr 36x~ 6 r- 8,x“ 1 - 6 , 6 rT 

Rpta. — -Jx +— xyx + - yx+ - -Jx+ — x~ 4x +c 

3 11 13 5 17 


© S—rr 


-^fx 1 — x + l 


Rpta,- 


2(2x—\~2'yx 1 — jr + 1) ^ 


ln|2jc-l-2^/jc 2 -x + 11 +21 ln jc—“n/x- 2 -jt + 1 |+í’ 


í 


dx 


(x + 2 h/x 2 + 2x 


Rpta. 


l x+2 


+ c 


68J fT±£±i rfv 

J (Jc + l) 2 


Rpta 


yx 2 +x-r\ , . 1 /T 7, 1, . 1-jc + 2Vx 2 +JT + 1 . 

.-+ ln|jr-t \--\¡x~ +X+1 |h — ln|-|+c 


JC + 1 


jc + 1 


í-ri 


jc dx 


(jc-l) 2 Vl +2 jc—jc 2 


-\/ i + 2 jc — jc ? 1 -J2 +Vl + 2,x-x 2 

Rpta. 2L_--j=rln |-- - -|+c 


2(1 -x) 42 


1 — x 


í 


dx 


(jc 2 +lh/jr 2 -1 


1 'TLc+'s/jc 2 +1 - 

Rpta. — =ln———===+£■ 

2V2 42 X - 4 ¿~[ 


í 


Vjc 2 +2 

1+x 2 


dx 


_ / 2 j 

Rpta. ln|jc+'vjc 2 +2|—arctg———— 


+c 


© í 


VT+JC +4.Y 

^/l +JC 


dx 


Rpta. -^-(I + jc) 10 +y(l + x) 7 -8(1 +jc) 4 + c 
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X+JC 5 

1 1 


© /44* 



JC 7 +JC 14 

© j 

r-fx + l 

Í«í +I * 

® j 

f i¡xdx 

' (V^+D 2 

© J 

f ^'4 * 

JC 3 

@ J 

[• dx 

l « 7 d+^ r ) 

® J 


® J 


® J 

2 

• (jc - 2) 3 dx 


(jc-2) 1 +3 


i- in — — — 

Rpta. 2x 2 ——jc 10 + 10jc 1ü -10arctgjc 10 +c 


I i. _L 
Rpta. Ix 1 — 14jc 14 +281n(x 14 +l)+c 


4 L 4 2 I i 

Rpta. —jc 4 -jjc 4 + 2jf 2 +4jc 4 -2ln(l + -\/3)-4arctg 


2 i i 

Rpta. — x 3 -6 jc 3 +— -+ 9ln| jc 3 +l|+c 

2 x’ + l 


Rpta. 2(1 +Vjc) 2 +c 


Rpta. 3arctg(Vjc) 


+c 


5 I i 

Rpta. — (jc 3 + () 2 — 2(jc 3 +l) 2 +c 


Rpta. 


3/ r _2 

Rpta. (,r - 2) -9\jx-2 + 9^/3 arctgt ) + c* 

V 3 


J ^/(1 + 4 *)~ 


Rpta. ~4)(\+^fx) A +c 

77 


ís) I * 
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© 

r dx 

xVx 2 + 2x —1 

® . 

f r/x 

^ (X-l)Vx 2 + X + 1 

■ 

(D 

r dx 

x^jl + x-x 2 

(D 

f * 

Wx 2 +4x—4 

© 

• _ 

f x 3 +2x 2 +3x + 4^ 

1 Vx 2 + 2 x + 2 

Rpta. (—+—+— )*Jx 
3 6 6 

® J 

r 5v+3 rfT 

W5 + 4.v-x 2 ' 

® J 

p x 2 +2x + 3 , 

r^~— dx 

V-x - + 4x 

® J 

• a/x rfx 

d +^) 2 

© J 

rfx 

(2x + 5)-\/2x-3 +8x- 

® j 

* rfx 

(x — 2yjx 2 — 4x + l 


x — 1 

Rpta. arcsen(—=) +c 
xa/2 


1 3 + 3x + 2-j3(x ~ +x + l) 

Rpta. — 7 =ln|---|+c 

V 3 x-1 


0 4 . 1 , .1 2 + -\/2 + x-x 2 

Rpta. —=ln - +-- +í' 

V2 4 jtV2 


o 1 ,2-x 

Rpta. — arccos(—=) + c 

2 xa/2 




5 

2 




Rpta. -sV5 + 4x-x 2 +13arcsen(“—) + c 


Rpta. - (— + 5 )a/— x 2 +4x +13 arcsen(--) + c 

2 2 


- 5 1 1 — 

Rpta. —x 6 -4x 2 +18x 6 +—--^=r-21arctg^/x +c 
5 1 + Vx 


Rpta. yarctg(l + ^s¡2x -3) + c 


Rpta. —\= arcsen ( —- ) + c 
V3 -V — 2 
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-• 

(D 

|* dx 

2 

Rpta. 


© J 

r rfx 


(x-1) 3 V5x 2 -8x + 4 



_ >¡5x 2 -8x+4(4-3x) 'Jsx 2 -8x + 4 +x. 

Rpta. ---5--+ln|—-|+í 


2(x-\y 


x-1 


fi IEE 

J x\x+9 


® ¡ 
© J 


x V x+9 

1-VÍ 


rfx 


+ X + X' 


<>j\ 


dx 


xVl + x + x' 
dx 


(x 2 -l)-\/x 2 +x-6 


Rpta. -ln|x+9|-^arctg(^—||)+c* 
3 2jc + 18 


_ . . X + 2-2Vl +X + JC 2 . 

Rpta. Lnl--|+c 


Rpta. -—arcsen(———) + —^=r arcsen (———)+c 
4 5 x 5 2 'v 6 5 x + 5 


® í ^_^ c _L dx+ í^ xl+ * dx 


Rpta. In [^* ( * + 2) ~ ]+ -t/x 2 + 4 + 21n |x + -Jp- + 4 | +c 
x +1 2 



103) 


' x 2 + 3x - 4 . f 4? + 2x 


J V 2 _?r 4.8 j 


® í 


x“ - 2x + 8 

Vx +1 ->jx+ 1 
■\/x +1 + \/x + 1 

f ctgh(lnx) 

^ Vx 2 -X + 1 


rfx 






® H 


dx 


.^/(1 + X 4 ) 3 


© J 


-[lne + lnx.lne^dx 


senx cos x rfx 


(cos 2 x + cos 3 x + sen x) 2 
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© f— -*- 2t ’ * 

' J 2 cos" y + sen x cos x + sen' a j íx -1 )(jr - 2x + 


(Ím) f-—- x dx 

v ^ / J scn 2 .v.ln(lgA) J v 4 


(Í¡S\ f r-nxcigx? ^ 

\_y J (c' ig y t xcosec~x)~ 

(^ 07 ) J.Y 1 '(2 + aÍc 7 ) 1 \lx 

© f- ~~7~~ 

J .y 7 (1 + y 7 ) 1,7 


® í 


dx 


( Y + 1 h/Y 2 + A' + 1 


\ + e * 'dx 


© 

© \~TT= 




© f -—-- - f.( COSt’ÍA' dx 

' J scn .y(.y cos ,y — sen .y)~ J 


dx 


5) 


/77\ f * , f (2 + \[x)dx 

J v v +1 ) + +4^ + 


1.6.19 EJERCICIOS DESARROLLADOS DIVERSOS.* 


Calcular las siguientes integrales: 



Solución 

Sea r = -Jx => y = r 2 => áx = 2zd/, reempla/ando en la integral 


r dx _r 2zdz 


...( 1 ) 


Sea n- = -JT+ 1 ^=> r = ir 2 -1 


d/ = 2\i du. reempla/ando en (1) 
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f-p¿= = 3 f ( ~ 1 )2H ‘ fa = 4 f (»■* - l)rf M 

J JJx +1 J vv J 




= 4(—— w’) + í = — vi’ÍH’ 2 -3) + t = — sf~ + I(r + l-3) + í* = — -J-s/x + 1 (>/a- 2) + t 
3 3 3 3 


© í£ 


1 - W 


1 + ^/x 


t/r 


Soiucion 


Sca z 2 = a => dx = 2 / dz, recmpia/ando cn la integral dada: 







fsenO = - 
Sca i 

Z |r = sen 0 


cos 0 = ^jl-Z 2 


jO = arcsenr 
I dz - cos 0 dO 


(1) 


r r 2 dz r scn 2 0 cos 0 d 0 

J _ - 2 J COS0 


= j*scn 2 6 íí /0 = ^-( 0 -sen 0 cos 0 ) 


— (arcscnr-r*\/l-r 2 ) 


( 2 ) 


rccmpla/ando ( 2 ) cn ( 1 ) sc tiene: 
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' -—^=dx = —2a/i — - 2 -arcsenz + z4 1-r 2 +1- 
1+Vjt 


= (-2 + -)Vl — - 2 -arcsenr + c = (a/jc - 2)*Jl-x -arcsen-y/jc + c 


® JÍSt 


Solución 


1 — A' 


1 —r 


Sea r 3 =-, despejando x=- , 

1+a 1 + - 3 


=> dx = - 


6r~rfr 

( 1+- 3 ) 2 


f= f - %r)d= = -6f - ^ ^ = 6 f r — 

* v l + A J l-- 3 (1 + r 3 ) 2 J(l-j 3 )(l + r 3 ) J (r 3 — l)(r 3 


A B Cz + D Ez+F 

-+—-]¿t 


.f r t¡ Lz + 

= 6 [-+-+ —- 

J r—1 r + 1 z 2 + z 


+1 r 2 -r+1 


Calculando los valores de A,B,C,D.E,F se tiene: 


'Jí 


1 1 r + 2 r-2 „ 

- 1-- ----]cfc 

r—1 r + 1 r 2 +r + l r 2 -r + l 


ln| r -11 + ln | r+ 11 -^-ln | r 2 + r + l|-/-In|r 2 — r +11 — 


a/ 3 arctg( ~“*0 + ^/3 arctg C" S + c 

V3 V3 


ln|r 2 -1|- —ln|(r 2 +r + l)(r 2 + r +1)| —7J(arctg + 1 -arctg ~ r p -) + c 
2 V3 V3 


- = 3 


llzí. 

l+x 


dondc 
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© h 


dx 


</r 


+ X 


Solución 


J -j = = = J jc°(1 +x A ) 1,4 dx , ahora aplicamos la condición de CHEBICHEV 


iw + 1 0+1 _ 1 

n 4 ~4 


no es un número entero. 


w + I 11 

-+ /? =-= 0 esun numero entero. 

« *4 4 


Sea z A = x 4 +1 => x 4 =(r 4 —1)' 1 =——-— 

z -1 


x = (r 4 —1)” 1/4 


dx = -z 3 (:*-\y s ' A d: 


\~i== = fa+-T—' y l,A (~=h= A -\) 5/A )d= 

J t]l + x A 3 - -1 

= -Jr -I (z 4 -l) 1/4 r 3 (r 4 -l) _5/4 ¿fc 


f r. A B Cz + D 

aB -te <fc “"fc + 7M + irír ]íÉ 


..(i) 


z 2 /4 + _fi_ + Cr + D ¿(r + l)(r 2 +l) + £(r-l)(r 2 +l) + (Cr + Z))(r 2 -l) 


- 4 -l z-1 r + 1 z 2 +l 


(r-l)(r + l)(r 2 +1) 


r 2 = A(z 2 +z 2 +z + \) + B(z* —z 2 +r-l) + C(r 3 -r) + rf(r 2 -1) 


r 2 =(A + B + C)z 2 +(A-B + D)z 2 +(A + B-C)z+A-B-D 


por identidad de polinomios se tiene: 
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A+B+C =0 
A-B+D =1 
A+B-C =0 
A-B-D =0 


resolviendo el sistema se tiene: 

A =-, = C = 0, D = — 

4 4 2 


•( 2 ) 


ahora reemplazando eslos valores de (2) en (1) 


f dx = _f[ - 

J í/, , ..4 J 4ír-l) 


1 1 
+-:->/- 


J 4(r-l) 4(r + l) 2(r 2 +I) 


1, ,|lii ,|1 1 . _ +1 1 

— ln| r-11 + — ln| r +11—arctt>r + r = — ln| - 1 — arcli» 

4 4 2 4 r-1 2 


= '+'tli-larctgffc ~\ )+c 


4 C 4 +l-l' 2 


© J 


{x-x y ) l,3 dx 


Solución 


Sea v = — => dx = — . reemplazando 




dz 


-í 


r 2 (r 2 —l) 1,3 


t = -Jr(r 2 -l) 


in dz 


(r 2 -l ) 4,3 + <- = -A(-L-l ) 4 ' 3 +c- 
8 8 x 2 


® 

.yVa' -1 


r +c 
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Solución 


Sea = 2 = x' — 1 2r dz = Sx^dx , reemplazando en la integral dada: 


f dx - 1 1 

r 5x A dx 1 i 

r 2 zdz 

'xjx'-l sJ 

'Wz-i sJ 

' (~ 2 +l)- 


_2f dz 2 
5 J r 2 +1 5 


arctgr + c = — arctg{jc -1) + c 


sen 2jc dx 


© 

J sen x + 


cos 4 .v 


Solución 


f sen 2ar dx _ f sen 2 jc rfx 

I 4 4 I ^ 9 ? 9 9 

J sen jc + cos .c J (sen" x + cos - jc)“ -2sen' a cos' jc 


r sen 2xdx _ r 2sen2xdx _^r sen2.c dx _^r sen2.c dx 
J j 2sen 2 2jc J 2-sen 2 2jc M + (l-sen 2 2jc) j 1 + cos 2 2jc 


f sen 2x 2dx 

■ J -j--—— = - arctg(cos 2x) + c 


[ + (cos2jc)‘ 


(j¡) r_ dx 

^ x(x 2 -lKlnjc 2 -ln(x 2 -1)) 


Solución 


*y *y *y t 

Sea u = lnx 2 -ln(jc 2 -1) => du = (——^—)dx = --— 

-v jc 2 — 1 .c(a* 2 -1) 


de donde 


dx du 


x(x 2 -1) 2 

dx 1 c du 1 


f ----= -±[™=-Ihu, + c =~ln(lnjc 2 -ln(.r 2 -l)) + c 

J A(A“-l)(ln.r“-ln(.r"-l)) u 2 2 
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© í 


(x~a)(x~P) 


-dx , p > 0, a * p 


Solución 


(x-a) l ‘(x-P) p e (x-a) p 1 


f U -Q)' (*-] 

J (x-a)(x- 


^ = C(x-a)_ dx= rx-a 

P) >(x~P) p ' x J x-P 


p \ 


dx 


(x-pr 


_ x-a dz dx 

Sea r =- => 


x-p 


í 


a-P ( x-p ) 2 

= —f--' 

a-B i 


(K-pf(x-P) dx= i 

(x-a)(x~P) a~p J ~ p(a~P) p(a~P)'x~p 


=*’ 1 x-a p 

+ c =-—(- -V +c 




dx 


Solucién 

Sea z 1 =x => dx = 2zdz, reemplazandoenlaintegraldada 


/J 5 





Sea 


sen 0 = -^=r 

_^¡2 

Z = -s/2 sen 0 


0 = arcsen(-^=r) 
dz='Jíco&0d0 


cos 0 


— ~ => ^Jl-z 1 - -Jl cos 0 


V2 


r 2 ít r 2sen 2 0-\/2 cos0rf0 




-JlcosO 


= J 2sen 2 


2 0r/0 


= | (1 - cos 2 0)d6 = 0 -sen 0 cos 0 = arcsen(-^=) - 




...d) 


... ( 2 ) 
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reemplazando (2) en (1) se tiene: 


J X -- dx = arcsen(-^r)- z^jl -z 2 = 2arcsen - -Jx-Jl-x + c 


© í 


(í+^V'Vtfc 

(l + e ! ')(V4+4c ! ' -1) 


í 


(1 + e 2 ') 1 2 e x dx 


fr-J 


Solucién 

e x dx 


(l + e 2r )('j4 + 4e 27 -l) J J(l+e lx )(2>l\ + e 2s -1) 


Sea z~ =l + e~ A => e~'=z~— 1 => t? 




=> e x dx = 


zdz 


f (l+g 2A ) 1 , 2 e x rfY r zdz _ r 

■' (l + <? 2r )(A/4 + 4e 2r -1) J ^/- 2 —1(2--I) J (2--lW- 2 —1 






.0) 


Sea / = 


1 


2r-l =- 
t 


1+/ 


2r-l / 2/ 

Ahora reempla/ando en la ecuación (1) se tiene: 


dz = - 


dt_ 
2/ 2 


¿/ 


/// 


r (l+e 2 ") I,2 e x jc 

f dr 

= f 

2/ 2 _ f 2/ 2 

(l + e 2r )(-\/4+4e 2A -1) 

J (2r —l)(r 2 -l)* 

J 1 

K' 2 -' 4 ' + l? r 


Í ^ ~ 

L| 

■ dt 


J Vl + 2/-3/ 2 

-^J 

[—-(/--) 2 i i/2 

27 3 


= -4-arcsen[^p^]+c 
V3 VIO 


1 


2z ~ l l'JÍ+e 2 * -1 


como / = 


entonces 
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(1 + í? 2 ' )' 2 e'dx 
(1 + í? 2a )(^4+4íT* -1) 

£ ' artsen 'dx 


—=: arcsenf 


2>/3(2-VÍ + g 
sIwq-JuT* 



]+c 


Solución 


Sea / = arcscn x 


dx dx _ d\ 

Jl -jc 2 Vl -sen 2 r CÜS - 


/ = arcscn x => x = sen / 


Coino ít = 


dx 

cosr 


=> tlx = cos / dz 


J ^aru>en = J e : C OS T dz 


( 1 ) 


Integrando por partes: 


u-e 

dv = cos z dz 


\du =edz 
v = sen - 


í 


e z cos zdz=e T sen r- je z scnr dz 


u = e 


dv = sen r dz 


du = e z dz 
v = -cos; 


í 


e z cos zdz = e 1 sen z + e 


z cosr-J 


e z cos zdz 


í 


e z cos zdz = 


e z (sen r + cos z) 


( 2 ) 


reempla/ando (2) en (1) se ticne: 


í 


arcMrn i j.. z (SCn + COS - ) ..arcsen 


an.;>en < i.. ^ 

e rfv = e 


+ t =e 


,, (V+Vl-.Y 2 ) 


+(■ 
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© J 


dx 


(t-1)(a + 1)^/(a-2)(a + 3) 


Soiución 


1 


A B A(x + 1) + B(x - 1) 


(A - 1)(A + 1) A - 1 A + 1 (A - 1)(a + 1) 


\A + B = () 

1 = (A + B)x + A - B. por identidaü se tiene: < ^ ^ 


1 


(a-1)(a + 1) 2 A — 1 A+1 


A= — 

i 


B= — 
? 


í 


dx 


(a - 1)(a +1 )t/(a-2)(a + 3) 




dx 


* + l J(a-2)(a + 3) 


4Jtti 


dx 


(a-1K/(a-2)(a + 3) J (a + 1)+J(a-2)(a + 3) 


í; 


dx 


0 


f dx 

Calculando la inteiíral I- . - 

J(a-1)V(a-2Ma + 3) 


c 1 , 1 . 

Sea -=- => a— 1 =— => dx = —— 

A — 1 Z - 2 


í 




dz 

1 


(a-1)V(a-2)(a + 3) 


J,;,-:, =-J 


7 


í—1)(—+ 4) 


V(l-r)(l + 4r) 


-J 






+ 3r-4r J 


complctando cuadrados 




dz 


-J2> Í23 


"V 64 ( “ 


-~ arcsen[—j^-] + c 


. 0 ) 
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1 r 8r-3 1 r 11 " 3 *! 

= — arcsení-]+c. = — arcsenf-] + c, 

2 5 2 5(jc-I) 


...( 2 ) 


r dx 

ahora calculando la integral I-===== 

} (x + 1)VU-2)(jc + 3) 


c 1 , 1 ^ dt 

Sea 1 = - => x +1 = — => dx = —- 

x + 1 / t- 


dt 


dt 


f ----- — 1 

r / 2 . - | 

[ .. r | 

1 (x + l)V(x-2)(x + 3) J 


1 t/(1-3/)(1 + 2/) J 

t 2 


dt 


Vl-/-6/ : 


J¡J 


dt 


-v/6 J Í25 


——(/ + — ) 2 
144 12 


1 

1 / + — 

; — j=r arcsen[—-=-]+c 2 

a/6 

12 


‘IJ 


1 r 12/ +1 _ 1 r x + 13 n 

—¡=arcsen[-]+c 7 =— t= arcsenf-] + c 7 ...(3) 

•v/6 5 " -v/6 5(x + l) J ‘ 


Luego reemplazando (2), (3) en (1) 

r dx 1 1,11-3*. 1 1 x + 13. 

-===== = — arcsen— (-) + —arcsen— (-) 

J (x-l)(x + l) 7 /(x-2)(x+3) 4 5 x—1 2V6 5 x + 1 


© f 


x~ dx 


(xcosx-senx)' 


Solución 


A la integral dada lo expresaremos en la forma: 

f 


x 2 dx 


(xcosx-senx) 


r x xsen xdx 

— - -—, íntegrando por partes 

J senx (xcosx-senx)" 
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u = ■ 


senjr 


dv = - 


xsenxdx 


(x cosx-sen x)‘ 


. senx-xcosjr , 
du =--- dx 

(senjf)" 

1 


v = - 


xcosjf-senjf 


J 


x 2 dx 


(jfcosjf-senx) 2 sen x(x cos x -sen x ) J sen 2 x(xcosx-senx) 


-H 


(senx-xcosx)rfx 


sen x(x cos x - sen x) 


J cos ec 2 


~xdx 


sen x(x cos x - sen x) 


-ctgx+c 


© i&f 


Solución 


A la integral dada expresaremos así 


f í* 2 _ \ f |x 2 -1 2 xdx 

J Vx 2 +1 x 2 J\x 2 +1 x 2 


... ( 1 ) 


Sea r = x 2 


dz = 2x dx, reemplazando 


r jx 2 -1 í/x 1 r fz-1 dz 

J Vjr 2 +lT~2JV^¡Tl 


( 2 ) 


C ■> " — 1 

Sea w =- 

- + 1 


w 2 +1 
w 2 -l 


í/~ = 


4w¿/w 
(w 2 -l ) 2 


im 


x 2 -1 dx _ 1 C r w 2 -l, 4w dw 
r 2 +1 x 2 


C , w" — 1, 4wdw . r w 2 í/w 
J w'+l (w _ -1)' J (w'+l)(w'-1) 


r ^4 5 Cw+D 

= -2 [-+-+—-- ]dw 

j w-l W + 1 W' +1 


-( 3 ) 
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w 


A B Cw+D 
+ -+ ■ 


(H'~ — 1)(h’“ +1) W-1 H>+1 w 1 + 1 


A(w+l)(w 2 +1) + 5(H’-1)(H' 2 +J) (Cw+D)(w 2 -1) 


(h , -1Xw+1)(h’ 2 +1) 


(w-l)(w+l)(w 2 +1) 


w 2 =A(w 2 +w) + A(w 2 + 1) + B(w 2 + w)—B(w 2 +1) + C(w 3 —w) + D(w 2 —1) 
w 2 = M + £ + C)w 3 +(,4-l?-D)w 2 +(/4 + £-C)w+/4-l?-D 


y( + 5 + C = 0 
/4-B + D = l 
A+B-C =0 
A-B-D = 0 


resolviendoel sistema se tiene: 

A=~, B = -- % C = 0, D = — 
4 4 2 


ahora reemplazando los valores de A,B,C y D. 

rfw 1. . w+1 


x 2 -l dx 

1 

h 2 +l x 

2 

1 

F 

=^.n|- 

^z + l 

2 J 

F 


frfw 1 r dw r dw 1,, w+1. 

--+- -- —— =-ln|--j-arctgw+c 

J w -1 2J w + l J w 2 +1 2 w—1 


+ 1 


|-arctg 


-1 


FF i 

- +C =- 

\z + 1 2 


"'fz —i +VJ+T 


i ln| ^=r^r , - arc ‘ 8 


im 

Vr+l 


@ J 


1 +-\/jc 2 +i 

~2 n ' A TT '- arc18 

2 -VJt" -1 -“VJr 2 +1 
cosxdx 


IZH 

h 2 +i 


+ c 


sen 3 x-cos 3 jr 


+c 


Solución 
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Sea z = tgx => dz = sec" xdx 


fsec 2 xdx f 

dz _ f 

dz - f[ A 1 

tg 3 jc-l J 

z 3 -l -1 

(z-l)(z 2 +Z + 1) J Z-1 z 

1 A 

— 1 

Bz + C 

A(z 2 +z+l) + (Bz + C)(z-l) 

z 3 -l Z-1 

z 2 +Z + 1 

(z-l)(z 2 + Z + 1) 


Bz + C 


]dz 


.( 2 ) 


1 = A(z 2 +z + \) + B(z 2 +z) + C(z-l) => 1 =(A + B)z 2 + {A-B + C)z + z-C 

1 


Por identidad polinómica se tiene: 


reemplazando (2) en (3) se tiene 


A+B = 0 
A-B+C =0 
A-C = 1 


A = 


i-i 

3 

C = -l 
3 


..(3) 


r sec 2 xdx Ir 1 z+2 1 lr2z+l + 3 

—-- = -[ 7 —2 -]<fe=-[ln|z-l|--| —- dz] 

J tg jc-1 3J - — 1 +z+ 3 2J z~ 


+ z +1 


i[lnU-l 


1 f 2z + l 3r dz 
~21 z 2 +z + l 2 J ' K? 3 


2 ■’(.-+-) 2 +- 
2’ 4 


1 

Z H- 

|[ln|z-l|—^ln|z 2 +z + l|-|.-^arctg [—-^]] 


=^[ln | z -11 -|ln | z 2 + z+11 -y¡3 arctg(^-)] 

= | [ln | tg x - 11 - j In | tg 2 x +tg x + 11 -^¡3 arctg(-^¡=¿)] 


í 


xe* sen x dx 
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Solución 


Integrando por partes se tiene: 


u = xe 

dv = sen x dx 


| du = (jt + 1 )e x dx 
v = -cos.v 


J xe' sen .v dx = -xe x cos .v - J (.v +1 )e x (- cos x)dx 
= -xe' cos .v + J (jt 1 + 1 )e ' cos xdx 


...d) 


haciendo 


i/ = (v +1 )c * 
dv = cos x dx 


du = (v + 2)e'dx 
v = scn v 


J(jc + l)e’ cos.v dx = (.v +1 )e 1 senx- J(.v + 2)í? a sen xdx 

= (a + l)e* sen jc - J xe' scn a dx - 2 J e ' sen a' dx ... (2) 

Recmplazando (2) en (1) se tiene: 

J xe ' sen x dx = -xe' cos .v + (a' +1 )e ' sen a' - J xe ' sen x dx - 2 J e ' sen x dx 


fc ' s 


sen.vr/v = 


-xe' cos jc (jc +1 )e' sen .v 


í 


e ' sen xdx 


ahora calculamos la integral J e ' scn x dx por partes. 


... (3) 


u = sen jc 


dv = e'dx 


du = cos xdx 
v = e' 


J e' sen x dx = e' scn v - J e' cos jc dx 


u = cos v 


i dv -- e' d\ 




du = -sen.vc/.v 


! v = e 
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JV' senxrfx = e* senjc-e' cosx-J e x sen xdx 


J e ' sen x dx = 


e x sen x—e x cosjc 


...(4) 


reemplazando (4) en (3) se tiene: 


í 


xe ' sen x dx = 


- xe x cos x (.v +1 )e ' sen jc e x sen .v - e x cos x 


- + ■ 


+ c 


= — (jc sen jc - jc cos x - cos ,v) + c 



í 


Vl + Jc 4 +1 


dx 


Solución 


Sea -=jc 4 => dz = 4x*dx => x*dx=— 

4 

r jc 3 Vi+a ' 4 _ r Vl + - dz _ 1 r Vl + - dz 
Vl + A' 4 +1 a/ 1 + - +1 4 4 J -y/l + r +1 

sea u~ = 1 + r => dz = 2u du 


í 

í 


yr+ 7 <¿: 

'v/TTT+i 

>/r+7cfc 

vr+7+i 


ru(2u)t/u _ r m 2 í/m 
J M+1 J «+1 



-)í/w = u 2 

1/+1 


-2M + 21n|w + l| 


= // 2 -2m + 2ln |m +11 = l + r-2>/í+7 + 21n|^/í+7 + l| ...(2) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 
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í 


'Ji 


3J, , „4 


jc j VI+-v’ , r +1 Vl + - 1 




rfx' = 


+ x* +1 


4 2 2 


+ -\n]^fu! + \\+c 


= £l±i _ j/EZ +11 n | VÑV +11 +<• 


2 2 


1?) J* ln(-s/l + Jc —-\/l ~-x)dx 


Calculantlo la integral por partes 


u = InC/l + * —-x) 

í/v = Í¿V 


Solución 


du =h¿z¿ dr 


2x 


jr-s/l— jc 2 


V=A' 


J ln(-s/l + a — Jl - a )W!x = x ln(->/l + x -^Jl-x) - J 


= ln(-\/l +a — *>/l —x)~-~ J[~ j * ? +1 ]c¿y 

"V1 — a ” 


= ln(-\/l + a — v/l —a) — 


1 A 

— arcsen a — + c 
? ? 


(20) J-Jtg 2 x+ 2 dx 

Solución 

A la integral dada escribiremos asi: 


fipjü* 

J V¡g^2 
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i . I 2 f cos xdx 

\n\Xgx + sjtg x + 2\ + \-¡ = = 

J -V sen' a* + 2 cos 2 j 


. . / ’ r, f cosa:¿/a 

lnltgx + Tjtg" jc +2 | + \-¡ = . 

J -v2-sen 2 j 


. . I í T. ,sen.v 

= ln | tg a' + tg ~ x + 2 | + arcsen f —= ^ ) + c 

■v 2 


S) 

J A +1 -y/l+J 


Solución 


Dividiendo numerador y denominador por a ' 


í 


(a 2 - 1 )í/a' 


(x 2 -l) 


J 




u- 2 +iwr¡^ 4 j (x+ ij X 2 + j_ 


0) 


Sea " = a + — 

A' 


1 


A ' 2 -1 


dz = (1- —)dx . dz =--— í/a 

A" A'" 


2 ■> 1 ~ 2 i 2 ^ 

- =A'"+ —+2 => A' +— = - -2 

A'" X~ 


ahora reemplazamos en la ecuación (1) 


I* (a —\)dx j" dz 
J - 2 ■ 1)a/i+a 4 ” J 


(A" + 


( 2 ) 


Sea t = — 


1 dt 

-7 - 
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dt 


f dz -1 

r _j 

r <* 1 i 

r 

’z^j 

z 2 -2 J 

'ij 

L>-2 J 

•\! 

rip" 

'v 


4ldt 


arcsem 


W2/) 


/ V/- 


~J2 

- -arcsen(-) 

2 - 


reemplazando (3) en (2) se tiene: 
(.v 2 -1 )dx 


í~2 


(A + 


dVT+jc' 


4 i -\/2 

—~arcsen (-—)+c = - — arcscn(--- --) + c 


,í+— 

x 


V2 -Jlx 

arcsen(-i-) + c - 

2 x~ +1 


..(3) 




dx 

+e x +t? 2 ' 


Solución 


Sea z = e x => dz = e x dx = zdx 
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Z + 2 + 2V- 2 +- + 1 . 

ln|---1 


2r 


... (2) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 


J 


dx . . r + 2 + Isjz 2 + r+ 1 e* + 2 + 2^/c j2a +e r +1 


4\ + e x +e 2x 


= —ln | 


2z 


l+í-i =-ln| 


2e : 


|+r 


J 


COS 3 Jt(l +COS 2 A') 

sen 4 x + sen 2 x 


dx 


Solución 


A la mtegral dada escribiremos asi: 


r co 


cos 3 a( 1 + cos 2 a) . r cos 2 a'( 1 + cos 2 a) cos a' f (1 -sen 2 .x)(2-sen 2 a) cosa , 

dx= ----- dx = I- T --—-- dx 

J tipn^ r 4- cpn ~ v J 


sen 4 A+sen 2 a 


sen 4 A+sen 2 a 


Sea z = senx => dz = cosx dx 


cos 3 a (1 + cos 2 x) f (l-z 2 )( 2 -z 2 )dz 


f COS' A(1 + COS" X) . f 
I--- - - dx=\ 

J sen A + sen~A J 


z 4 + z 2 




= z - 6 arctg z-—+c = sen x - 6 arctg(sen x) --— + c 

z sen A 



dx 


-\Jx(X~ + A + 1) 


Solución 


c ^ , 1 

Sea z~ = a + 1 +— 
x 


2zdz = {\-\)dx => 2zdz = ^j-dx 


ahora a la integral dada escribiremos así: 
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■J 


x —1 1 dx 


í + 1 x 


r l+ x 


1 I X 2 


x~ — 1 1 


í/.V 


(v+1) 


JC+1+- 
jf V -v 




1 




^Jx + . + 

x V x 


1 


.v 2 -l 


(x +1 +—+ l)Jx +1 + — ' V 

V V x 


dx 


= f —— = 2 f = 2 arctg 2 + c = 2arctg,íx +1 + — +1 

J (r"+1)2 J r 2 +1 V v 



1 


arcsen( 


1 + x 


Wx 


Solución 


Integrando por partes se tiene: 


Haciendo: 


n = arcsen( 


241- 

1+x 


dv = dx 



(1 -x)dx 
4~x(x + 1) | X 1 | 


V = X 


corno 


Jx-1, si x > 1 
|l—x. .vi 0<x<l 


entonces du = < 


dx 

4x(x + l)' 
dx 


4x(x + 1) 


vi x > 1 

vi 0 < x < 1 


Luego consideremos los casos: 
i) Cuando x > 1 se tiene: 




—xdx 
4x(x + 1) 



4xdx 
(v + I) 


.( 1 ) 


Sea r 2 =x => dx = 2/d/ 































250 


Eduardo Espinoza Ramos 


f -Jx dx _ | 

r=.2=d= | 


I x +1 "J 

1 .-= + i J 

V+i i 


-) = 2(r-arclgr) 


xdx 


-Jx(x + \) 


-xarcscn 


= 2-sfx - 2 nrctg-Jx 
reemplazando (2) en (1) se tiene: 

i-Jx 2-Jx 

arcsenl^^^Jrfx = x arcsen( - ' ) + 2 -Jx - 2 arctg -Jx 
J I + .y 1+x 

ii) Cuando 0<x< I, se ticne: 

í arcsen (~^* )tfx = x arcsenj^—) - í 
J l+x 1+x J 

f^ = 2^-2ar Clg ^ 

J Jt+1 

reemplazando (4) en (3) se tiene: 

I arcsen (-—)dx -x arcsen( ■■--)-2-Jx + 2arctu -Jx 
J 1 + x 1 + x 

Luego de la parte (a) y (P) se tiene: 

j j— ^ i~ 

[ arcsen (~ V ' )dx = x arcsen(——) ± 2-Jx + +2 arctg -Jx 
J 1 + x 1 + x 


( 2 ) 


... («) 


(3 , 

1 + X J X + 1 


x+c 


® J 


.v cos x - sen x 
xsjx 4 +sen 4 x 


dx 


Solución 


Dividicndo numerador y dcnominador por x 2 


... (4) 


...(P) 


vcosx-sen v 


dx 


x cos x - sen v 


f t ” T - olt rf. = f - = f- 

^ \\'x - sen . -Jx 4 * sen ‘ v 


dx 


scn i 


...íl) 
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Sea r = 


sen a' 


. a'Cosjc— senjc , 
d~ =--- dx 


... ( 2 ) 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: 


í 


x cos x - sen x . f dz 


aH 4 4 

a/x + sen x 


dx = 


í 


1 . . Jjc^+1+1, 1 

= T ln l 


4 ""^77T-r 7 


| — arctg(V* 4 +1)+c 


© J 


este es el resultado del ejercicio 4. 
dx 




1 


Solución 


Sea 

m 1 

X = ~ 

=> 

2 / w 

x = t . entonces 

dx = --f ~ (2/n) l dt 


f 



n 

f 

dx 

2| 

• r (2 '” H rfí _ 2 

f t x dt 

J *, 

Jx n -1 

/J 


J Vi-/ 2 




Vr 

t 


2 c dt 2 . 1 

— , = — arcsen / + c = -2« arcsen. — + c 

» Vx" 



í* 


JC' 


sen jc(jc cos x - sen v) * 


-jccosecx)cic 


Solución 


A la integral dada escribiremos así; 


í 


(- 


x 


sen jc(jc cos jc - sen a) 


—r— x cos ecx)dx = I 
:\ 2 J 


x 3 - x cos ecx. scn jc( x cos a - sen x) 2 
sen jc(jc cos a - sen jc) 2 


dx 


■J 


jc j -a(a 2 cos 2 a - 2a sen a cos a + sen ^ a) 
sen a(a cos a - sen a) 2 


dx 
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-J 


x 2 - x 3 cos 2 x + 2x 2 senxcosx - x sen 2 x 
sen x(x cos x - sen x) 2 


dx 


■J 


3 ,, 2 * 2 2 
x'(l-cos x) + 2x senxcosx-xsen x 

sen x(x cos x - sen x ) 2 


dx 


\ 


9 9 

x sen x + 2x senxcosx-xsen x 
sen x(x cos x - sen x) 2 


dx 


í 


3 2 

x senx + 2x cosx-xsenx 
(xcosx-senx) 2 


dx 


\ 


x 3 sen x + 2x 2 cos x - 2x sen x + x sen x 
(xcosx-senx) 2 


dx 


\ 


x 3 senx + 2x 2 cosx-2xsenx . r xsen xdx 


(xcosx-senx)' 


■dx+ 


\ 


(x cos x - sen x) ‘ 


=|rf(—f-—)+í- 

J xcosx-senx J fr 


xsen xdx 


xcosx-senx J (xcosx-senx)' 


’ + C — ' 


2 i 

X -1 




x cos x - sen x x cos x -sen x x cos x -sen x 


© \ 


sec x^sec 2x rfx 
arcsen(tgx) 


Solución 


Sea z = arcsen (tgx) => dz = 


sec 1 x dx 






sec x úfx 


x 


Vcos 2 x - sen 2 x 


ífc = sec x.Vsec 2x rfx 


í 


sec x.Vsec 2x í/x r dz 


arcsen(tgx) 


—- = f— =ln I z I +c = ln I arcsen(tgx) | +c 
j ^ ° 


sec x í¿v 
V cos2x 
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xdx 

Vl+x 2 t/i + (1+x 2 ) 12 


Solucién 


Sea 



diferenciando se tiene: dz 


xdx 

177 


J 


xdx 


.2 vl 2 J 


vrfx: 


Vl + V' 2 -x/l+CI + V 2 ) 1 2 -^/l + (1 +JC 2 ) 1 2 Vl+JC 2 




+ c‘ 


IA20 E,iERCÍCÍOS PKOPt ESTOS^ 


alcular las siguienies Iniegrale- 


© 


a— x 


*d-*Jx 


dx 


Rpta. u.arcsen 1 2yiaja^x-^fx~4a- x + c 

V a 


© í 


(a-bx')d\ 
v -ia-bx' 


a-1 x 

Rpta. arccost— . . ) + c 

x-fa-^ab 


© f. — dx 
J 2 + x 


Rpta. 3 arccos f — -) -r 3 -\/jc 2 - 2x + 8 + í 




tV2 + senx 


„ , n —~~ 1 , , -ff +-J2^ scnx- 

Rpta. lnvl+sen.v-p^ln —=- . - +c 

2-73 -73+-s/2 + senx: 


© Ná* 


Rpta. arcsen-\/x — \fx-f]—x + c 


© íxi 




fx\[x(l + \[x ) 2 


Rpta. 3 arctg tfx + +c 

1 + Vjc 
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© 

fln(2 +VÍ) a 

' l¡x 

© 

r jccosjc-senjc+1 

' (jc+cosjc) 2 

® 

f'J- 1 * 

' x\x+l 

© J 

f J'~ x \ 

1 x 2 ^ 

© j 

' xlnx 

© J 

J'x 2 ^* senxcíc 

© J 

r x 5 dx 

V8x 3 +27 

© J 

i 2a+X J a ~ X dx 

1 a+x \a+x 

© J 

’ dx 

sen 5 xcosx 

© J 

x 3 arcsen— dx 

X 

© J 

■ dx 

V5—x +V5—x 


Rpta. — ln(2+Vx)(V* -4)-— (^jx 2 -4\[x)+c 
2 4 


o . senjc 

Rpta. - +c 

x +cos x 


Rpta. arcsen(—) + — ^ +c 


x x 


2 l-x J 2 


Rpta. —J—- 

3 V x 3 3 


—-arcsenVx 3 " +c 


Rpta. 2VT+lñjc-ln|lnx|jc + 21n|-y/Í+lñjc-l|+c 


Rpta. ~[(x 2 -l)senjc-(jc-l) 2 cosjcje' +c 


Rpta. —(8* 3 +27) s/3 (8x 3 +27) 2/3 +c 

320 128 


„ . fj T 2a4a-x 

Rpta. ~x - . -■ • 


4a 


+c 


+ x 


c tg X 

Rpta. ln | tg x | -c tg 1 x -+ c 


x 

4 


J. x ¿ +2 


Rpta. — arcsen(—)+———Vx 2 -1+c 
x 12 


Rpta. -2(V5-x-l) 2 -41n(l+V5-x) + c 


sen(5x + 2) sen(4jc+2) cos(3jc +4 )dx 
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^ 1. „ v sen(4A' + 4) sen 6a sen(2A + 8) n 

Rpta. — [sen(2x + 4) +---- +-+--- -]+c 

8 2 3 6 


® J 


COS"(lnA)í/A 


x ACOs(21n.v) + 2Asen(21n a) 

Pa ' 2 + ÜT 


í 


-Jsen x dx 


cos a(cos x + sen a)-Jcosa + 2sen x 


1 Jetgx + 2+1 1 Jc-tgx + 2—y/2 

Rpta. —ln| ,- :—1+—j= ln |-V= — 7 =-1 +e 

2 «Jc tgx+2 -1 2V2 -Jc tg a + 2 + V2 


J 


3 v ^ » 

e a senx dx 


ix 


Rpta. -^^[25a (3 sen a - cos x) - 10a(4 sen a - 3 cos x) + 9 sen x - 13 cos v] + c 


í 


(3a" +4 )dx 


2^Jx(4 - 3a 2 )V3a 2 +a —4 


„ , . V3a ? + a-4 +Va . 

Rpta. ln | —- -1 +r 

V3a 2 -4 


© J 


rfx 


V2 + a/a^T 


Rpta. — t/2+-s/a-1 (Va-1 -4) + c 


3) JV tg A rfv 


Rpta. — 1 n | tg * | +—arctg(A/2 tg a -1) +—arctg(-s/2 tg a +1) + c 

4 tg a + V2tgA+T 2 2 


J 


dx 


, <Í<W ,, 2 

A(A +1) 


Rpta. ln—— ln | r M +11 +- 333 - 

999 999(v w +l) 


+ c 


@ J-^2+ ^2 + ^2+ 2 cos(3-v/a +2) a 1 ' 2 ¿a Rpta. ~sen(- 


32 ,3-n/a 1 v 

—+-) + c 


8 4 
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s> I 


\gxdx 


(cos 99 x+l ) 2 


Rpta. \nx ——ln|cos 99 jc + ll-lncosx- ~ - + c 

99 99(cos" jt+1) 


f—f 

J vír 7 


dx 


x(x' + 1 ) ¿ 


1 7 

Rpta. lnx-— ln|A' +l|+c 


í 


(2 + tg 2 x)sec 2 x 
1 + tg 3 x 


dx 


_ . , ,, 2 2 tg A* —1 

Rpta. ln| tgx + 11+—prarctg(--¡=—) + c 

V3 V3 


® í 


dx 


>ln2jr -Jlnx + Vlnx + .r - x 


Rpta. ijln x + -\/lnx + Víñ.A' + --. 


+ c 


5l) J(x + (x + (A' + (x + ...+oo) 3 ) 3 ) 3 ) ] 




Rpta. — [(AT + (x + (jt + (x + ...+ =o) 3 ) 3 ) 3 ) 3 ] 4 [(a+(x + (a:+...+oo ) 3 ) 3 ) 3 ] 6 +c 

4 2 


© 


Í senx+sen 2 jt + ...+sennx . _ 2 , . ,w + l 

-¿t Rpta.-ln | cos(- )x | +c 

cos x + cos 2 a' +...+cos nx n + 1 


n 


© \ 


(jt 2 -sen 2 x)dx 


x - sen Jt cos x + x cos x -sen x 


Rpta. a(cos ec - c tg x) + c 


A'lnx dx 
(Jt^-l ) 177 


r A lnx 

J (r 2 -1 


^ lnjt 

Rpta. —--+ arc sec Jt + c 

jt‘ -1 


© í 


arcsen 


4¿Tx 


Vl - 2.v 


dx 


Rpta. -n/Zx - -Jí - 2 a arcsen 42x + c 


í 


dx 




„ , 42 , tgx + ^2 tg-t+1, 42 t J2 tg.Y 

Rpta. —ln - , — + — arcteí-) + c 

4 tgjc-^/2liT + 1 2 ' 1-tgí 
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E> J« 


e x cos 3 xdx 


e x „ , cos3a\ 3 r 


Rpta. -(3 sen 3x 

F 40 3 


)+—e (sen,v-cosx) + í 
8 


f fTTv dx 

J Vl + Jt x' 


l-Vl-jr Vl - a ' 2 

Rpta. — ln |-1-+ c 


® í 


-J4 + x 2 dx 

5+4$+ x 2 


Rpta. x-51n| 


■J 4 +X 2 +x 


25 


-v/7-^3 tg¿ arctg(4)) 


ln | - 


V7-V3tg(iarctg(^)) 


— l+c 


í 


e x dx 


J\+4\ 


+ e 


Rpta. jíVl+Vl+é^) 3 -4^1 +Vl 


+ c' +c 


® Í 7 Í© 




Rpta. —ln|(x-2) l,J +l| + -ln|(x-2) z,J -(v-2) 1J +2|-^arctg ( 2 ^ A '3 S + c 

4 8 4V7 V7 


1. ■ - '-1.3 ,ii , -, 4 2<3 tx1-3 


í 


rfx 


vVl+ V ? 


„ 1 , , (Z-l)- . a/3 .2Z + 1, 

Rpta. — ln|—-1 +—arctg(— t=—)+c 

10 Z 2 +Z + l 5 V3 


donde Z 


= tf^ 


í- 


(x" -l)rfx 


rVl + 3x 2 


+ x 


, x 2 +1 + Vx ' 4 +3x 2 +1 , 

Rpta. in|-|+c 


Sugerencia: Z = x + i 

x 


® J 


arcsenx rfx 
(1-x 2 ) 3 ' 2 


Rpta. arcsenx tg(arcsen v) + ln | cos(arcsenx) | +c 
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J 


•\/l — j 


arcsenxrfx 


2 "1 /1 

n t arcsenjc(l-x ) " 1 lnx 

Kpt2. ;----- h C 


3x J 


6 x 2 3 


í 


rfr 


(x-2) 3 V3x 2 -8x + 5 


Rpta 


6x-13 /T 1 I T 9 Ix-l + 'Jlx 2 - 8 x + 5 , 

. --V3a -8a + 5—ln|-l+c 


2U-2) 


x -2 


í 


(x 5 +2 x 1 )dx 

(1 + X 3 ) 3 ' 2 


2 i - ^ 

Rpta. —Vl+Jc 3 - 7 — +c 

3 3l /r^r 


í 


dx 


a 6 +a 4 


« 1 1 

Rpta. arctgx +--+c 

x 3x 3 


(49) J * arctg x dx 


2 x-yfx 


(x' +1) _ r~ 

Rpta. — j~- arctg x - 2^x + c 

V x 


© 


f x+*]\-x z . 

K-*h— 


I 9~ 

Rpta. ln11-A-Jl-Jt' 2 | +^/3arctg( ^ A j_!_ — )- 

2 ¿ 0 -x 2 ) 


arcsenx + c 


S> J 


A + VT+ A + A 2 


l + A + -\/l+A + X 


, 7" 1 , . 1 + 2a + 2-J] + x + x 2 , 

=«a Rpta. VI + a+a + —ln|- - r . — \+c 


(2 + a + 2 Vi + JC + x 2 ) 2 


'v/a(a + 1) 


J^ + 


-\/a +"\[x +1 


c7a 


Rpta. |[(a + 1 ) 3/2 +a 3/2 ]-|[(a + 1 ) 5,2 -a 5/2 ] + c- 


J 


dx 


A Va 2 — A + 1 
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Rpta. 21n| jc-V* 2 -* + l I — ln|2x-l-2V* 2 —x+1 1 - . 

^ 2(2jc-1-2Vjc 2 -jc + 1 


+ c 


J l + A'" 


Rpta. ln 1 a+^2 + x 2 " | - arctg ( — ^ — X — 

x 


) + c 


x rfx' _ , * . 1 . s]x 2 -4x+3 

- -- — Rpta. - 2 arcsen( - ) - + c 

(x ~ — 3x + 2 yjx~ — 4x + 3 


Í71 


í 


(3a* + 2 )rfx 


(x + lj's/x 2 +3x + 3 


_ _ i , 3 fl I . 1 1 Vjc 2 +3a + 3 . 

Rpta. 31n|A + —+ Vjt - +3a + 3 | + ln|-+ — + —-|+c 


a+1 2 A+1 


© f , 

J A " "V A 2 +2A + 1 


^2a 2 -2a + 1 

Rpta. -+ c 


A 


Ok f cos 4 x + sen 4 a . 
5^ I--- 

J cos" A-sen" x 


_ 1 . I + tg A 1 

Rpta. —ln -—— I h— sen x cos x + c 

4 1-tgx 2 


í 


sen x + sen 3 x 
cos2a 


rfx 


_ cos x 3 . .-J2 COSA-1 . 
Rpta. —=- y=r 1 n | —j=-|+c 

V2 2-V2 V2 cosa + 1 


(óO) Jx(cos 3 x 2 -sen 3 x 2 )rfx 


Rpta. (sen x 2 + cos x 2 )(4 + sen 2x 2 ) + c 


í 


dx 


•s/sen x.cos 3 


Rpta. 2^/tg a+c 


© Ítttt 




3( 1 - x 2 ) - (5 + 4 a)-\/i - a 2 


2-Jl + a 

Rpta. — . — ,- + c 

3V1 + jc —s/l — .V 
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J 


cosec 5 * dx 


cos^c x 3 3 

Rpta. - - -c tgx——cos ecxjc tg x+ — ln | cos ecx-c tg x | +c 


© 


Jsec 6 x dx 
sen 3 x dx 


\ 


a/cos 3 JC 


tg x 2 i 

Rpta. —— + —tg jc + tgx+c 
5 8 


Rpta. — (cos 3 x - 6 )a/cos 2 x + c 


J^3-* 


(1+JC 8 ) 3/2 

Rpta. K — --!z —+c 


12 x 


12 


© í 


dx 


$j(x-i) 3 (x+2y 


„ * 4 lx-1 

Rpta. —4 - + c 

3\x + 2 


í 


x + 2 


dx 


\2x + 3 3x 2 +1 Ijc+10 


Rpta. 2 arctg J~~Y + c 


© \ 


dx 


jc 6 +1 


Rpta. arCtgX +^-ln| — + + 1 1 + 1 arctg(2x + ^¡3)+^ arctg(2x --j3)+c 

3 12 jc 2 —s/3jc + 1 6 6 


© J 


cos jc —sen x 
5+sen2jc 


dx 


1 senx + cosx, 
Rpta. — arctg(---) + c 


í 


Vl-Jf 2 


arcsenjc rfr 


J(l-x 2 ) 3 arcsenx t t n jc 

Rpta. --í----——+ c 


3x : 


6jc 2 3 


1 


a/jc c/jc 


2 jc 3/2 

Rpta. — arcsen(- 

?^ ) + C 
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í 


(cos 2x -3)dx 
cos 4 x-j4-ctg 2 x 


Rp ta . -i.gx(2 + ,g^)>-c.g 2 , + c' 


f——-Rpta. -(x + l) 3/2 +-[xa/jc 2 +l+ln(jtWl + x 2 )] + c 

J ^fx + Í-yjx 2 +1 3 2 


© íj 


1-cosx , ^ ^ n . _ cos(x/2) v 

-rfx, 0 < a < x < n Rpta. - 2 arcsen(-——) + c 


cos a - cos .v 


cos(¿7/2) 


( 76 ) J.v 2 arctg(.v/ a)dx 


3 2 3 

n ^ X . / / v ÜX a 1 r •> •> v 

Rpta. — arctg(.v / < 7 )-+ — ln(¿7 ~ + x~ ) + c 

3 6 6 


77J f-Uen-¿v 
J x x 


„11 1 

Rpta. — cos-sen —+<■ 

x x x 


© f ~3 


dx 


(v +1 )Vl +3v + 3v ? 


„ 1, ,v + Vl + 3v + 3v 2 , 1 2^/l + 3v + 3v 2 -1 

Rpta. - ln |---1 — r arctg(- P -) - 

3 x V 3 'v/3x 


1, (l + 3v + 3v 3 ) 3,2 Vl + 3v + 3v 2 ,, 

— T ln 1 - r '----+ 1|+C 


© J—7— 

J (cos v + 4sen.v — 


5)cosv 


Rpta. ln|(l-senv) 3 ' 2 (l+senv) 1 18 (2-senv) 4 11 |+---+ c 

6-3senv 


-1/18, 


® J 


•^¡77 


dx 


x 


r ~ -\/(l + ) •>/(! + v“ ) 3 -\/l + v 

Rpta. ln(v + V1 + v” )-——--- 

5v 5 3v 3 


+ C 


X 
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f e dx 
(\ + e r — l 


Rpta. a/ 2 arcig- 


e x -1 


+r 


í 


x~dx 


■Jl + x 3 +iJ(l+x*) 2 


Rpta. y-Jl+Vl 


+jc +c 


® íj 


2 + 3x 
x-3 


dx 


Rpta. ^3x 2 — 7r-6 +--• ~ ln|x~ — + Jx 2 ~—x 

2 v 3 6 V 3 


~ 2 | +6* 


f Wl-x 

J VTÍ 


dx 


Rpta. ->/— 4x 2 -12x + 8 (2.v-3h/4x 2 -12x + 8 ——ln|2x-3+-\/4x 2 -12x + 8 |+c 

8 8 


85) Je r (ctgx + ln(senx))t/x Rpta. c r ln(senjc) + c 


2» , „-2jc 

86 ) I - —~dx 


í 


l x -?r 

éT —e 


Rpta. iln|fi 4jr -l|-x + c 


® í 


dx 


x 3 +1 


D t >/5. . 2x 2 — (1 —s/5 )a: + 2 ^10-2^5 ,4v-(l + >/5) 

Rpta. -^lnj ——-—^--|+-5í— arctg ( , _ -) + 


20 2.v 2 — (1 + -s/5 ) jc + 2 


10 


Vl0-2-s/5 


+ 


Vl0 + 2>/5 , 4jr-(l->/5) 

■ arctg(— - ) + c 


10 


>/10 + 2^5 


í 


8 sen2x.senx r/x 


(20-4sen2v-19sen 2 x) 5 ' 2 


4tux-16 5(tgx-4) J 

Rpta. — , (—---+12)+- 


128 


3-^/tg 2 x -8 tgx + 20 tg 2 x- 8 tg r + 20 3(tg.v-8tgx + 20) 


3/2 


-i-r 
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r 3x arcsen x , 

I cix 

Wd-x 2 ) 5 


_ „ arcsenx 1 r x , . x + 1 

Rp,a -ra^-i [ r7 +ln| ^ ll+í 


® J 


e'4e^*-4-2e 2 *(e' +2) 1. . x rjZ T 

- , - dx Rpta. — In \e +2 -Ve — 4+c 


J 


(a' +3a)í/a 


(.v -1 )a/a -2v + 10 


Rpta. Vv 3 -2A + 10 + 51n|^Y 2 -2A + 10+A+l| + -ln|— ^ 2jf + 1 ° 3 


A — 1 


l+t 


r a 4 -\/sen y + Vsen a + cos a , 
J-,- dx 


(a +1)cosa 


Rpta. 


1. -v/sen a +1 . . /-. -v/2 .a'+VIa + I. 

- ln | ,-- — | - arctgwsen v) +—ln | —-=-1 + 

2 VsenA-1 « a 2 -V2a + 1 

+2^- arctg(V2A+1)———■ arctg(-\/2 y -1) + c 
4 4 


© JJS -cosa¿y Rpta. V3+sen a V2 - sen a + 5 arcsen 


2 -sen a 


+ f 


® J 


COSA dx 




+ sen a 


J 


Y 


arccos,-rfv 

V » +1 


^ 1, , v 1 + sen 4 a — sen x . 1 ,Jl+sen 4 A % 

Rpta. — ln | 7l - ===-1+ —arctg(4J---) + c 


4 $ 


-f sen x + sen x 


scn x 


Rpta. xarccos - arctg Va +c 

V l + .Y 


P 




í/y Rpta. - 


tí 


+ e 1. . ^/l +c 4 ' -c . 1 . , yi+e 




-flnl 


VItí' +t' - 


/v/l+c 4 ' 

| + — arctg(-:—) -r c 


© J^ 


sen y + scn v rfv 


Rpta. - -y/sen 2 y + sen .v + arcsen ^í-cos r + c 
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j* Vcos 2 x + cosx dx Rpta. 4 cos 2 ~x + cos x + arcseiWl -cos v + c 


J 


sen »- x cos x - sen x , _ senV/ 

e -— - cbc Rpta. e (x-sec x) + c 

cosr x 


|l-Vjr dx 
\ + tfx -x 


Rpta. 3[ln|Vjc |-ln|l +4l-Zfx |-arcsenVjr]+¿ 


Jln[(x + fl)^"(x + 6)' "] 


dx 


(X + ¿7)(X + /)) 


Rpta. ln(t + í/).ln(x + 6) + c 


J 


(a“ +1 )dx 


/x 4 +l 


(x 2 — 1 j-v/l + -X ‘ 


1 . W2 +4~x . . 

Rpta. —=ln --- \+c 

s¡2 x 2 -1 


J 


t UW.| +e -M,».) + 2 I l„ r + 1 

A ^ *"<.n* + 2,-- f arc,g(-/ r , + c 


J 


x dx 


2jc(.v + 3) i/2 -(4r + 12) 3 ' 2 ' 3 


— Rpta. —arctgVjf + 3 - + f 


J^ 


sen x tg x dx 


sen x - cos x 


Rpta. -^ln|tg 3 x-\\+c 


J 


cos r(sen x) 7 rf,x 
(1 + sen 4 x) 3,2 


Rpta. s¡\ 


-- 1 

+ sen x + . = +1 


sj\ +sen 4 x 


J 


(r s +2.r 2 ) 
(1 + x 3 ) 3 ' 2 


dx 


Rpta. — a/T+a 3 - , +c 

3 3 - 4^47 


cos-(^) 

f -^— dx 

sen"’ l (—^—) 


Rpta.-——(cos(———•))"(scn(———)) "+c 

n cos a 2 2 
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@ 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


í 


dx 


<-Jx A -2x 2 -1 


1 i" +1 

Rpta. — arccos( — —^ ) + c 

2 x'V 2 


Jln(* 2 -x-6)dx 


Rpta. ln(—)(2x +1) + (2.v-1) ~ x ~' 6 -)-5ln| , 2 * '= \ ~(2x -1 )+c 

2 5 2V* 2 -*-6 


J arccos ec^-^-dx + J 


/ 5.1/5 

(Jf-Jf ) 


dx 


Rpta. xarccosecj--^-^- --Jx + axcig-Jx —— (-^--1) 6 ° +c 

x 24 x 4 


J 


3/ T 
-vsen 


14 

COS X 


rfx 


Rpta. .v(5tg 7 x + \ 1) + c 


í 


dx 


cos 3 Wsen 2x 


Rpta. ^-(tg 2 x + 5)^J\gx +c 


í 


5x + 2 


VWl- 3 x 


dx 


Rpta. — arcsen-\/3jv - — sen(2 arcsen->/3x) + c 
9 18 


j sen Wl+3cos 2 v ^ 


cos 2 x 


Rpta 


. _ 'n/i + 3cos' Y , + ^ ln| ^ 1+3cos 2 x+ ^ C()S y | +c 


cos.v 


í 


(2x + 3)r/x 


(.v 1 +2x + 3)4x 2 + 2x + 4 


Vx 2 +2x + 4 -1 1 V-(x +2x + 4) 

Rpta. ln| - - =—|—j=arclg(---) + <■ 

Vx 2 +2x + 4+1 ‘v 2 Jf + 1 
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(m) f ( f+ g ; > * 

1 /' - e 2 ' +1 

© í 


© 


© 


© 





Rpta. arctg(é> T -e v ) + c 


■\/l + e v +-\/l —< 


Rpta. — 


g '" t-^ 7 ■ 1 -I 


4 (Vl + í'' +l)(l + Vl-^ A ) 


I +c 


Deducir la fórmula de rccurrencia de la siguienle integral: 


f f n ux¿ x e n , 

I„ = \xe dx = - /„-1 

J a a 

Deducir la fórmula de recurrencia de la siguiente integral: 


7 »-l . 

*" +-2 

n 


* 4i-x- n 

Deducir la fórmula de recurrencia de la integral: 

/„ = Jx" senjf dx = -x" cosx + nx n 1 sen x -n(n-1)1 „_ 2 


122J Deducir la fórmula de recurrencia de la integral: 

/„ = f x m (x+a) n dx= --— -[x”(x + a)"^-nial ml ] 

J m + n +1 


123) Verificar la fórmula de recurrencia de la integral: 


!„ =Jcos" 


x dx = 


cos" 1 xsen n — 1 


n 


— 1 f „• 2 

— I cos 

n J 


~ x dx 


124) Verificar la fórmula de recurrencia de la integral: 
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(l25) Verificar la fórmula de recurrencia de la integra]: 


r „ cos ec ~xr\gx //-2 r „ , 

I cos^í x dx- -+- cosec x dx 

J h-1 //-] J 

126j Verificar la fórmula dc recurrencia de la integral: 

C = f/ ln w xdx = — [x" + ' ln w x-— f jr" ln"'- 1 xdx],n*\ 
J n +1 n +1 J 




1271 Verificar la formula dc recurrencia de la integral: 


, r sen jc , sen jc 1 r cos jc 

I = - dx = - - + - -r 

J x" (n —l)x” _1 11 -lJ.r "- 1 


dx 




^28) Use la integración por partes para deducir la siguiente fórmula. 

f tg n x dx= -- g —-- - - f tg" 2 x dx, n > 2 
J n -1 J 

^29) Hallar una fórmula de recurrencia para 

X ' dK > n ^° yapiicardíchafórmulaparacalcular í e ' : x*dx 

© Dcducir una fórmula de recurrencia para J v 4 ln" c dx y calcular r x 4 ln 3 x dx 

© 

b) /„ =J x n e x dx = x n e x -nl„ , 


Verificar: 


a) /„ = J ln'' x dx = x ln" x - nl„ 


c) /„ = J(fl 2 -x 2 ) n dx = 


x(a 2 -x 2 )” 2na 2 . 

2n + \ 2// + 1 " 1 


, f x dx x f~ 

d) = !—-> - =• = * 

-+a " 


2 //-1 . 

+ a - n-2 

n 
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CAPITULOII 


2. INTEGRAI. PEFiMPA,- 

En este capitulo expondremos la teoria de las sumatorias, que es necesario para el 
estudio de la integral definida y que en el siguiente capítulo será utilizado en diversas 
aplicaciones. 

2,1 

A la suma de los n números a t ,a 2 . a„ es decir; a, +a 2 +...+ a „, representaremos 

por la notación: 


fi 







donde el símbolo ^ se llama signo de sumación y es la letra sigma mayúscula del 
alfabeto griego. 

Generalizando: Consideremos m y n dos números enteros de tal manera que m < n, y 

n 

f una fünción definida para cada ¡ g Z donde m < ¡ < n, luego la notación ^ /(/) 

/ nt 

nos representa la suma de los términos f(m), f(in + 1), f(m + 2),..., f(n), es decir: 


; f /ÍW + 1) + /(w+2) +.,.+ f(n) 

donde i es el índice o variable, tn es el limite inferior y n es el límite superior. 


/ 

/ + 1 


i-2 i~2 


2 3 4 5 6 

— — -f-1-f--1— 

3 4 5 6 7 


Ejemplo.- Si /(/) = 


, entonces 
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Ejemplo.- Sí ííi) = cos ix, entonces 

n n 

/(/) = ^cos/x = cos v + cos2x + cos3x+... + cos/i.v 

1=1 i=i 

n 

Observación.- En la sumatoria ^ f (/), existen (n - m+1) términos los cuales 
son f(m), f(m+l), f(m+3).f(m + (n — m)). en particular. si m = 1 

n 

y n > 1: entonces en ^ /(/) exiten n tcrminos: es decir: 

i=i 


n 

2/ft>-/(Í) + /(2)+ /{:3)+.,.+ m 

ui 


1 44 PROEIEDADES PE LA StÍMAlOKlA - 

Sean f, g funciones definidas V i e Z. k constante. 


© 

•N» 

II 

Wi 


© 

=(/i-iw + 1)A- 

i-m 


2M« 

N, , 

1} 

A¿./(/) 

1=1 

® 

#/ '1 w 

^ (/(/) ± g(/)) = ^ /(/) ± ^ gO) 
1-1 í=l i-l 

® 

? a 

Ó4f 

© 

r 

£./(/) = X /(/+c) 

® 

±<m- 

-/(/-!))= m-f( 0 ) 

(lra. Regla Telescópica) 


rl 


n 

y^( /(/) -/(/ -1)) = /'(»)- /(A- -1) (Ira. Regla Telcscópica Generalizada) 

I A 

*l 

® (/(/ + !)- /(/-1))= A» + i)+ /(»)-/(l)-/(0) (2da. ReglaTelescópica) 

i 1 
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rt 

^(/(; + l)-/(/-l)) = /(« + l) + /(//)-./(A')-./(A-l) 


I k 


(2da. Regla Telescópica Generalizada) 


Ejcmplo. 


40 


Q Hallar el valor de ^ (s¡ 2 i + 1 —y/2/ - 1 ) 

Solucién 


i i 


Medíanie la regla Telescópica se tiene: /(/) = ->/27+1 


/(/-1)=V27^T 


40 

]TG/2/ + 1 -V2/-1) = /(40)- /‘(0) =#f-l=9-l=8 


i-i 


® ioo , , 

Calcular el valor V" (-) 

tr '■ *■+> 


Solución 


Mediante la regla Telescópica se tiene: / (/) = — 


1 


’' J 


i + l 


/(/) = - 


40 . . 100 . . , 
y (t - —r) = -y (—r --) = -(A100) - /<n)) = -(— -1) = 

rrf i z + 1 /+1 / 101 

I 1 / -1 


100 

101 


2.1.2 FORMÜLAS DE LA SUMATORIA,- 



yv.. 

tf 2 

© 

n 

I- ■ 

Jjs' 

_«(w+l)(2« + l) 

6 


V’.'J _n~(n+l) z 

(7\ 

n 

Y/ 4 

//(// +1)(6// 3 +9« 2 -+«-!) 

V-/ 

4 

í-i 


i l 

30 
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Demoslraremos Ias dos primeras fórmulas, las otras dos dejamos para el lector. 
(ij ^^/ — I + 2 + 3 +...+ (// -3) + (//—2) + (n -1) + n 

i=i 

n 

^/= « + (//-l) + (//-2) + ...+ 4 + 3 + 2 + 1 


í=i 


sumando 


n 

/ = (// +1) + (// +1) + (n +1) +...+ (/i +1) + (n +1) + (n +1) 

i-i 

n 

en el segundo miembro se tiene n términos (n + 1) por lo tanto 2^/ = n(n +1) 

# í 

^ . n(n + 1) 

A l l= —5— 


i=i 


otra forma de hacer la demostracion es aplicando la regla lelescópica. 


n 

]T((/' + l) 2 -i 2 ) = f(n)-J(0) donde /(/) = (/ + l) 2 

i í 


•i 

^J(/+1) 2 -/ 2 ]=(//+l) 2 -1, Simplificando la expresión dentro del corchete se tiene: 


i=i 


n 

^(/ 2 +2/+1—/ 2 ) = w 2 +2// 


n n 


2^/+ ^1 = // 2 +2//, dedonde 2^/ + // = // 2 +2// 


i=i »=i 


i-i 


2¿/ = » 2 +//, 


entonces 


^ //(// + 1) 


!■'= 


I I 


1-1 
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© Para demostrar i 2 = — - + ^ aplicamos la regla telescópica. 


/=i 


ri 

£[(i + l) 3 -i’] = /<n)-/(0). donde /(0 = 0 + 1)’ 


í-1 


y>' +1) 3 -i 3 ] = (w + 1) 3 -1. simplificandola expresión del corchete se tiene: 


í=i 


y (i 3 + 3/ 2 + 3/ +1 -i 3 ) = (n +1) 3 -1, por propiedad de sumatoria se tiene: 


j=i 


n n 


3^/ 2 + 3 ^ / + ^ 1 = (n +1) 3 -1, reemplazando por su equivalencia 


i=i i=i i=i 


** ^ 3 

3^ i 2 + — n(n +1) + n = (tt +1) 3 -1, transponiendo término 


i=l 


3^/ 2 =(// + l) 3 -(» + !)—/i(// + l) = 


3 , //(// + 1)(2/j +1) 


1=1 


. v ->-3 «(// + 1 )( 2 // + 1 ) 

Por lo tanto: > / = —--- - 

¿—i ft 


i=1 


© Parademostrar ^> / 3 = -~ + — , use laregla telescópica. Sugerencia. 


i=l 


y> + l) 4 ~/ 4 ] = /(//)~/(0) donde /(/) = (/ + l) z 


1=1 


( 4 ) De igual manera para demostrar. 


Z' 4 = 


r-i .4 //(// +1)(6// 3 +9/7 2 +//-1) 


i=l 


30 


, usar la regla telescópica, sugerencia. 
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5 > + l)" -i'] = ./(//)~/( 0 ). donde 


i 1 

Ejemplo.- 


/(/) = (/+l) s 



Hallar una fórmula para la suinatoria y- 

• (/ + !)(/-1)! 


Solución 

Multiplicando nuinerador y denoininador por i, es decir: 


I 


1 

(/+ !)(/-!)! 


y—£—. 
(/' +1 )/(/'■- 1 )! 



/ 

(7+ñí 



/+1 -1 
Í/ + 1)! 


« i 

rr <' +1 > ! 


1 

(/ + 1 ). ,) 



Í/ + 1)! 


! } ^ ( (/ + l)! fl* S// + I)! ^ 


(// + !)!—! 
(// + 1 )! 




1 

(/ + 1 ) 0 - 1 )! 


n 


(// + !)!—! 
(//-*•!)! 


Hallar una formula para la sumatoria 7 ln(/) 

1 1 

Solución 

Aplicando propicdad dc logaritmo se tiene: 



y 1 n(/) = lníl) + ln(2) + ln(3) +...+ ln(//) = ln(l .2.3...//) = In(//!) 


■ 1 


n 

y ln(/~) =ln(//!) 


j 1 

Hallar una formula para la sumatoria 


n 

y sen(/jc) 
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Solución 


yj + p A — B 

Usando la identidad: cos A - cos B = -2 sen(-) scn{-) 

2 2 


...( 1 ) 


de donde haciendo la sustitución se liene: 


A± B 

2 

A-B 


= IX 


= X 


A + B = 2ix | 
A-B=2x¡ 


resolviendo cl sistema sc ticne: 


A = (i+l)x ; B = (i — 1)x 


- ( 2 ) 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: 

cos(/ + 1)a' - cos(/ - 1)a = -2 sen />sen x, aplicando sumatoria a ambos miembros: 


n n 

^ [cos(/ + 1)jc —cos( / -1 )jc] = -2 sen sen ix 


i I 


1 


y mcdiante la segunda rcgla Telescópica se tiene: 


tt n 

cos(// +1) + cos( //) - cos x -1 = -2 sen sen(/x), despejando ^ sen(/A) se tiene: 


í=i 


i í 


n 

^ scn(/x) = 


1 + cos x— cos( nx) - cos(/f + 1)jc 


i i 


zsen.v 


n 

© Hallar una fórmula para la sumatoria ^/i! 


f-i 

Solucion 


Aplicando la Regla Telescópica se tiene: 


ft 

^[(/ +1)!-/!] = /(«)-/(0), donde f(i) = (i+l)! 
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Simplificando mediante propiedad del factorial la expresión dentro del corchete. 


n rj 

^ (/!(/ +1)—/!) = (// +1)!—1, de donde ^ (/./!+/!-/! ) = (/# +1)!—1 


i=i 


í=i 


n 

por lo tanto ^ iJl = (// + 1)!-I 


/=i 


© 


Hallar una fórmula para la sumatoria ^ 5' 

1=1 


Solución 


Mediante la Regla Telescópica se tiene: 


r/ 

£(5 ,+1 -5')=/(«)- /(0) donde /(/) = 5 n 


I 1 


n 

]T(5.5'-5') = 5" +1 -5 => ^4.5'=5(5"-1) 


1 = 1 


1=1 




•• I*'- 


1=1 


n 

© Hallar una fórmula para la sumatoria ^senh(9/x) 


il 


Solución 


Mediante la segunda regla Telescópica se tiene: 


y"[cosh 9 (/ + l)x -cosh 9 (/ - l)x] = cosh 9(« +1 )jt + cosh(9/a) -cosh(9x) -1 


i=i 


rt 

2 senh(9jc)^ senh(9wr) = cosh 9 (// + l)x + cosh(9//x) - cosh(9x) -1 


i-i 


'' ¿L sen h(9/x) ~ 


cosh 9 (// + l)x + cosh(9//x) - cosh(9x) -1 


i i 


2 senh(9x) 
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2M EJEROCIOS PROPUESTOS 

I. Hallar el valor de las siguientes sumatorias. 


99 

® Z ln2 ' 

Í=1 

Rpta. 4950 ln2 

100 

© iw,.; 2 > 

i-l 

Rpta. ln(— ^— ) 

102 

20 

® £3/(i 2 +2) 

Í=1 

Rpta. 133,560 

® ¿2/0-1, 

M 

Rpta. 10.400 

© ^sen 21 (2x) 

í=1 

Rpta. tg 2 (2.v)(l - sen 200 2jr) 

® I 2 ' 

í=-2 

Rpta. H 

_ 25 - 

® Zpr 

í-0 z 

Rpta. 2 7 (2- 2 ' 5 ) 

® f 360 

Z-r /— 2jt-32 
i=20 V10 

„ . 7,560 

Rp “ , • (^oV'- 

50 

® £(2/ ! +/-I) 

Rpta. 85359 
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II. 



© 

© 


© 

© 


Hallar la fórmula para cada una de las siguientes sumatorias. 


'i 

T- 

&2' 


Rpta. 2- 


2 + n 
2" 



í=i 


X'nO' + O 

1 = 1 


w 

Í=1 


n A 

y—-— 

(4(-3)(4/ +1) 


Rpta. (/i-l)2" +1 

Rpta. ln(n + 1)! 


Rpta. «J2n + 1-1 


Rpta. 


4/i 


4« + l 




Rpta. 


a(l-r n ) 
1 -r 



Z 


*s //+1 —>/7 
V 1 2 +/ 


Rpta. 


Vw + 1-1 

■yfñ+l 



y V +/(/ + !) 

é'2 M (f 2 +i) 


Rpta. 1- 


1 

2 «+ 2 


1 

2»~i 



Y 2/+1 

,=1 r (/ +1) 


Rpta. 


//(« + 2) 
(« + 1) 2 




2 /? + 1 
//(// + 1 ) 



y ln(l + l//)*(! + /) 
^In(,")[ln0+/)'*'] 


Rpta. 


J_ 1 

21n2 (« + l)ln(/j + l) 
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12) 


1=1 


Rpta. 


^Í3 + x[(3 + x) n ' 2 -1] 
s¡3 + x —1 


n ^ 

y_1_ 

^ 2/ 2 +6/+ 4 


Rpta. 


n 


4(» + 2) 


£'(2i-l)(2/ + l) 


Rpta. 


n 


2« + l 




1=1 


Rpta. 


«(2n-l)(2/i + l) 


© t — 1 — 

Nta-/ (fl +/—l)(a + i) 


Rpta. 


n 


a(n + a) 


n t 

y—i— 

tr(3í + l)(3i-2) 


Rpta. 


n 


3n + l 


n -2 


(S) X-—- 

W (2/ + l)(2i-l) 


Rpta. 


/i(/? +1) 
2(2n+ 1) 


g) I 


“ 0 + 1)0 2 +5/+ 6) 


Rpta. 


n 2 +3/7 + 3 
2(// + 2)(« + 3) 


22) Z 


^iog^'Mog^a 21 * 2 ) 


Rpta. -í—— (---—) 

(log„ 2) 3 2 2(n +1) 


2l) £sen 2, (2*) 


i—1 


Rpta. tg 2 jf (1 - sen 2 " (2jc)) 


22) y cos(3/jf) 


/=1 


Rpta. 


sen(3(n + 1)jc) + sen(3 nx) - sen 3jc 
2senjc 
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tgh(l 9ix) 
senh(19/jc) 


Rpta. 


cosh 1 9(n +1) + cosh 1 9nx - cosh 19-1 
2senh(19jc) 



Z 


e_ -(3 senqcos a) 1 

3' 


n 

(25) ^ cos' 2x 

»=i 



I 


cos ix 


Í=1 


e[(e/3)”-l] sen2a[(sena.cosa)"-1] 
e-3 sen(2a)-2 


Rpta. 


sen”* 1 (2jc) 
2” +1 senjc 


Rpta. 


. 2/1 + 1 

sen(- jc) 

n 

2 sen(y) 



z 


2' + 3' 
6' 


Rpta. (l-3”-2” +1 


) 



y_ í _ 

tro+i)(/ 2 +5i+6) 


Rpta. 


n 2 + 3« + 3 
2(/j + 2)(« + 3) 



Z- L - 

“ (i + jc)(/ + JC + 1)(/ + JC + 2) 
\ 

y 10 

£¡'24 +10/-25/ 2 


© ±‘.r 

1=1 

( 32 ) y cos 2 ' 3jc 

1=1 


Rpta. 


/j(2jc + /i + 3) 


2(n + jc +1)(« + jc + 2)(jc + 2)(jc +1 ) 


„ 115 

Rpta. -+- 

5/J + 4 5/j-l 4 


Rpta. (/j-l).2” +1 +2 


Rpta. c tg 2 3jc.(1 - cos 2 ” (3jc)) 
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III. Hallar el valor de n para que: 

© ¿(2+/ J ) = ¿(Uí 2 ) 

1=1 1 = 1 


n 



^?) Si x- ——, demostrar que: ^ (x,- -x) 2 = ^Tx 2 - x ^T x¡ 

n «=i «=i «=i 


,nx. 

n sen(—) 

(?) Demostrar que: ^ cos(jc 0 + (k - l)x) =-— sen(.r 0 + x) 


k =i 


sen(—) 
2 


(4) Demostrar que / arctg[---] = arctg(«(« +1)) 

*=i 1-**+« 


n 

© Demostrar que: ^ 


_1__ tg(x + «j)-tgjc 

cos[x + (k -!)>>] cos(x + ky) sen y 


m 


SUMATORIAS. 


RECION PLANA POR 





DEFINICION.- Consideremos un intervalo cerrado [a,b] con a < b, una partición 
del intervalo [a,b] es toda colección de puntos 
P = {x 0 , x x } c= [a, ó] de tal manera que: 










& 




f. ri:+ 

!S:+.<+:v 



J; 
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OBSERVACION,- 

Toda partición P de [a,b] divide al intervalo [a,b] en subintervalos 
»x,-], i=l,2,..,n. 

® A la longitud de cada subintervalo [x,-_],*,] para i = l,2,...,n denotaremos 

n 

A¡x = x¿-x i x dondei = 1.2 ,..ji ysecumple ^A ,x=b-a 

í=í 



Cuando las longitudes de cada subintervalo tiene la misma medida, se expresa en 
^^ 

la forma Ax =-, y en este caso se dice que la partición es regular donde los 

« 

extremos de cada sub-intervalo es: 


x 0 =a, Xj =u + Ajc , x 2 =a + 2Axx ¿ =a + iAx, V i = 0,1,2,...,n 

® A1 número | P |= max^Xi -x M // = 1,2,...,«} le llamaremos norma o diámetro de 
la partición P y que es la mayor de las longitudes A,x. 


Ejemplo.- 


Dado el intervalo [0,3] y la partición 


1 3 9 

P = {0,-,l,4,23,-,5} 
4 2 2 


Calculando las longitudes A,x, es decir: 


1 „ 1 

, 1 

_ 3 

AiX = —0 = — 

1 4 4 

, A 2 x-1-- 

” 4 

3 , 1 

„ 3 

1 

A 3 x = - 1 = — 

, A 4 x = 2 — 


3 2 2 

2 

“ 2 

A s x = 3-2 =1 

» A 6* = |~3 

m | <N 

II 

9 1 

A 7 x = 5 — = — 

2 2 




Luego se encuentra que la norma de la partición P es \P\= — 
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Ejemplo.- Dado el intervalo [a.b] con a < b, y la partición regular 

^ ^ 

P = {x 0 =a, x x ^x n . x n = b) donde Xi=a + -/\ i = 0,1.n 

n 

, . b-a 

=> jc 0 =úf, x n =b entonces A,x = -jc m = - 

Í7 


b -a 
n 


- 1 - 1 - 

a = x„ x i 


—f- 

*í 


y la normade la partición P es \P\ 


b-a 

n 



2.4 APROXIMACION DEI. AREA DE 

'M REC^NGfifiO&í- 


t'.NA REOION POR AREAS 






v"‘* vvw ' 


Sea f: [a,b]- > R, una fiinción continua y positiva (f(x) > 0) en [a,b], sea R la 

región plana limitada por la gráfica de Ia curva y = f(x), por el eje X y las rectas x = a, 
x = b. 

(llamada región bajo la gráfica f de a hasta b) 



Una aproximación por defecto, se puede hallar el área usando una serie de rectángulo 
inscritos, es decir: 
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0 



Como f es una función continua en [a,b] podemos elegir una colección de puntos 
/íj , /i 2 .en Ios n rectángulos de la partición P = {x 0 , x x } tales que: 

fÍPi) es el valor mínimode fen [x 0 ,JCj] 
f(fi 2 ) es el valor mínimo de f en [xj ,x 2 ] 

/(/i 3 ) es el valor minimo de f en [jc 2 , jc 3 ] 


f(H n ) esel valormínimode fen [jc„_j,jc„] 

Luego los n rectángulos construidos cuyas bases son los sub-intervalos de la partición 
P y cuyas alturas son /(/í,),/(/í 2 ),...,/(/í„) respectivamente. 


Las áreas de estos rectángulos son: 

/(/i 1 )A 1 jc,/(/i 2 )A 2 jc,...,/(/i„)A n x, respectivamente aproximamos por defecto el 
valor del área A sumando las área de los n rectángulos inscrilos. 


A > A x +A 2 + ...+ A„ - /(/íj )AjX+...+/(/i„)A„x 


... f . * 


4 Ipll» 
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a la suma que nos dio la aproximación por defecto el valor del área A se denomina 
suma inferior de la función f correspondiente a la partición P del intervalo [a,b], ahora 
calcularemos el área de la región R en forma exacta, mediante un proceso de límite, es 
decir: 

n 

A>Jj (/í,)A f x aproximaciónpordefecto 

i—1 

n 

A = lim f(/J,)A,x, valor exacto 

n —>00 

1=1 

En forma similar se puede aproximar el área por exceso, usando también una sene de 

rectángulos circunscritos. 

▲ 

Y 



Como f es una función continua en [a,b], podemos elegir una colección de puntos 
Vj, v 2 ,...,v„ en los n rectángulos de la partición P - {x 0 ,x x ,x 2 } tal que: 

/(v,) es el valor máximo de f en [x 0 , x { ] 
f(v 2 ) es el valor máximo de f en [jq, x 2 ] 


f(v „) es el valormáximode fen [x„ A , x„] 

Luego en los n rectangulos construidos cuyas bases son los sub-intervalos de la 
partición P y cuyas alturas son / (v x ),f (v 2 ),...,/ (v „) respectivamente y las áreas de 

estos rectángulos son f(v x )A¡x, f(v 2 )A 2 x,...,f(v„)A„x respectivamente 

aproximaremos por exceso el valor del área A, sumando las áreas de los rectángulos 
circunscritos. 
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A < A¡ + + -.+ A n 


yí < / r (v 1 )Ajx + /(v 2 )A 2 x +...+/(v„ )A „x 



aproximación por exceso 


A= lim > /(v,)A,x, valorexacto 

n —^ 
i=l 

a la suma que nos dio la aproximación por exceso el valor del área A se denomina, 
sumas superiores de f correspondiente a la partición P = {xo.x^,...,x„} del intervalo 
[a,b]. 

A la sumas inferiores de f denotaremos por: 


y a las sumas superiores de f denotaremos por: 








Luego L(P,f) < A < U(P,f), por lo tanto para el cálculo de las áreas medíante 
rectángulos inscritos y circunscritos se tiene: 




donde Ax = ——— y c¿ =a + iAx 
n 

Ejemplos de Aplicación.- 

© Hallar el área de la región acotada por y = 2x 2 , el eje X, y la recta x = 2. 


Solución 
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v = /( x) = 2x 2 , x g [0,2] 


Ax = 


2-0 


n 


2 

n 



además c¡ =a + iAx 


c¡ 


n n 


2 / 8 / 


Como f(x) =2x 2 => /(t*, )=/(—) = 


n n 4 


— 8i 2 


Luego A(R)= lim V' /(c í )Ax = //m 


¿=1 


Í=1 


2 

w 



= 16 lim —í-. 

n-»oc „3 


;j(w + l)(2« + l) 

6 


8,. „ 1 _ 1 16 

=- hm (1+—)(2 +—) = — 
3 n n 3 


4/?)=y« 


2 



Hallar el área de la región R acotada por la gráfíca de y = x + 1 al eje X y las rectas 
x = 0, x = 3. 


Solución 



y = f(x) = x+ 1, x g [0,3] 


. 3-03 3 

Ax= -= — => Ax= — 

n n n 


además c¡ = a + iAx 
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^ ■ 

C'omo f(x) = X + 1 =r> f(c¡)= f(— =) = —+ 1 

w n 


n n - n q. ^ 

Luego A(R)= lim Y /(t j )Av = lim ^ (—+ 1)— = lim V+ —) 

ii -* / ii + f/ 1] 1? w —* r/ m* » 


i í 


« *« “ H 11 »-»“ “ /|~ W 


.. 9(w +1) „ f . _9 n 1, 9 _ 15 7 

= /wi[— --+ 3] = //wí[—(1 + —)+3] =—+3 = — w' 

n 2 /? 2 n 2 2 


/í(/?)=— w 2 
2 

Hallar el área de la región R limitada por la gráfica de la curva y = x* + jc + 3, el eje 
X y las rectas verticales x = -1, x = 2. 



27 .3 27 , 2 12 


f{c¡)= — i -i + — 1+1 

n ¿ n L n 


A(R)= iim ¿/(c,)Ax= lim ¿[-^-/ 3 —^r» 2 +—/ + 1]- 

r»—kr/ «9 —btr i. J m»* It II 


i=l 


n n 


3.27 w 2 (w + l ) 2 27 w(w+l)(2w + l) 12 w(w + l) _ 

= Um -[— ■ - r -—- 7 -¿ + _.-L_=i + n ] 

«-»“ w n + n o w 2 


4 


6 
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3 r 27 (w+1) 2 9 (w + l)(2/i + l) 

= hm -[—.-----—-- + 6(w + l) + //] 

»-»* /i // 4 2 // 


27 1 , 9 1 1 1 

= Um 3[— (1+-)- -—(l+—)(2 + —) +6(1+—) + !] 
» 4 // 2 // // // 


= 3[— (l + 0) 2 --(l + fi)(2 + 0) + 6(l + 0) + l]=3[—-9 + 6 + t] = ^^ = — w 2 
4 2 4 4 4 

A(R) = — u 2 
4 

Dado la región R acotada por las curvas 2_v= (jc - 2) 2 , 2_v = (x + 2) 2 , 2j = -(* - 2) 2 , 
2 v = —(jc + 2) 2 , calcular su área. 


2y = (x + 2) 


2y = -(x + 2) 


Solución 

Graficaremos la región R. 

2y=(x 2) 2 ^n Sráfica se observa que existe simetría con 
respecto a los ejes, y al origen de coordenadas, 
entonces es suficiente encontrar el área de la 
x " región y multiplicarlo por cuatro es decir: 

2y=-(x-2f 

-2 A(R) = 4A(R Y ) = 4 lim^ f(c¡) Ax, donde 



Í=1 


(x-2) 2 2-0 2 . 

V= f(x) = -—, xe[0,2] y Ax=-= — , ademas 

2 // // 
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1 A - 1 

r—8—+4] = 2[-^—2—+1] 

2 n n ~ n 


n .2 


• 2 ^ ^ 

/4(/?) = 4 lim y /(c,.)Ax=4 lim Y 2[-í—+1]- 

fi-fcY A-J rt ^ M- tl 


i=l 


n~ n n 


1 //(/; +1)(2« + 1) 2 //(// +1) n 

16 hm [—. --- j- —-— + -J 

---- 2 /? 


n 


n 


16 lim [— (1 + —)(2 + —) — (1 + —) +1] 
«-»“ 6 n n n 


=16[i(l+0)(2 + 0)-(l + 0) + l]=16(|) = ^V 

6 3 3 


Dada la región R acotada por la recta y = mx, eje X y las rectas x = a, x = b, 
b > a > 0, Hallar su area de R. 

Soluclén 


Ubiquemos la región R. 



Como f(x) = mx, x e [a,b] 
b-a 


Entonces Ax = ■ 


/i 


b-a . 

c¡ =a+ -/ 

n 


,, . , m(b-a) . 

f(c¡) = ma+ - 1 

/i 


n 

A(R ) = lim y f(c¡ )Ax, ahora reemplazamos por sus valores correspondientes. 

n —*er ^ ’ 


1=1 
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= lim m(b-a)[a + -—— (1+—)] = m(b — a)[a + ———] = m(b - a)[^^-] 

2/i 2 2 


= m 


2 í.2 

o — b 


A(R) = j(b 2 -a 2 ) 


© Dada la region R acotada por la curva. f(x) = ■ 


x~ , x <3 
(óx-x 2 , x>3 
el eje X y las rectas x = 1, x = 7, calcular su área. 


Solución 



Haremos la gráfica de la curva f(x) 
.2 


y = 6x-x Sí x<3 => y = x 


Si x > 3 => y = 6x-x ¿ 


E1 área de la región acotada lo calcularemos en 
tres partes. 


Calculamos el área de la región /?,. 
A(R X ) = lim 'y'f(c i )Ax, donde f(x) = x 2 . x € [13] 

ii-bcr 


1=1 


* 3-1 2 , 2/ 

Ax = -= —, c, = a + iAx - 1+— 

n n n 


/(C,) = /(1 + —) = (1+—) 2 =l+-i+4-í 2 

n n n n 


>««, > = nm X(i+--+4' 2 )-=«'"[Z- + z4 i+ ¿4' 2 ] 


f . r 2w 8 h(« + 1) 8 n(n+l)(2n + \) 

, - lim [—+—.—-—+—•-7-J 

»-♦* n n~ 2 “ J 


w 


6 
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.. ... 1. 4 1 _ 1 . _ . 8 26 

= //w [2 + 4(1+—) + — (1 + —)(2 + —)] =2 + 4 + — = — 
«-»<* n 5 n n 3 3 


/((R,)=y U 2 


Calculando el área de la región R 2 


A(R 2 ) = lim V/íc. JAx, donde f(x)= 6x-x 2 , x g [3,6] 

M-»oc * 

1=1 


A 6 " 3 3 A 7 3 ' 

Ax = -= — , c¡ = a + lAx = 3 +— 

n n n 


n ■ ^ ■ A 

f(c¡) = 6(3 + —)-(3+—) 2 =9——i 2 f entoncessetiene: 


n n 


n 


>((«,) = /m Y (9 ^ 4') - = 27 «m [Y (- - /)] = 27 »m [ Y - - Y 4 / 2 ] 

»-i “ i=i " i=i i=i " 


r , 1 «(w + l)(2« + l), r , 1„ 1 __ 1 , 

= 27 lim [1 —----] = 27 //»1 [1—(1 + —)(2 + -)] 

B ->00 w 3 6 n-»co 6 « « 


27(1-±(2)) = 27(1-I) = ^ = 18 

o J J 


/. >4(/? 2 ) = 18« 


Para calcular el área de la región R 3 se observa que la región se encuentra debajo del 
eje X, en este caso se toma el valor absoluto. 

n 

A(R 2 )= tím Y f(c¡ )Ax, donde f(x)= 6x-x 2 , x e [6,7] 

n —>oc ^ 

1=1 


A 7 “ 6 1 A . í 

Ax =-= —, c, =a + iAx = 6 + — 

n n n 


i 6i i ^ 

/(c,-) = 6(6+—) - (6+—) 2 =--, reemplazando se tiene: 

« « n n 1 
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" 6 i i 2 . 1 


>í(/? 3 ) =| lim ]£(-—--^-)-| = ^[X"^- + X“T /2 ] 

■-**" n n ~ n «-« “ n~ n 


© 


r 6 /»(w + l) 1 w(« + l)(2« + l) 1 1 1 1 

= hm [—.—-—+—.----] = hm [3(1 + —)+—(1 + —)(2 + —)] 

«-»* //' + « 6 »-»*■ « 6 « « 


^(/? 3 ) — 3(1 + 0)+- — (1 +0)(2 + 0) — 3 + — — — 
* 6 3 3 


/. >l(/? 3 )=y // 2 


Como >!(/?) =/í(/f,) + ^(/f 2 ) + A/? 3 ) =18 + y+y = 18+12 = 30 

/l(R) = 30u 2 

Calcular el área de la región R limitada por las gráficas de _y = c x , x = 0, x = 1 yel 
eje X. 

Solución 

Graficando laregiónR, sea f(x)=e x , x e [0,1] 

1-0 1 



Donde Ax = 


« « 


c, = a +/Ax = 0+— = — 
« « 


v4(/?) = lim 'S' f(c¡)Ax = //w 'Vc' ".— = lim — VV 

“ R /J /J 


f(c¡)=e' !n , entonces el área de la región R es: 

« 1 i " 

k i in 1 i ■ 1 x J /« 


...d) 


»=i 


Calculando la suma ^Te'" aplicando la regla Telescópica. 


»=i 


¿[(e 1/n )' -(c 1/n ) # -‘] = /(«)-/(0) 
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Yjte i,n -e i,n A> ' ln ] = {e xln ) n -\ 


1=1 


yV "( * i „ 1 )-e-\ , dedonde J*e i/n = 


í=i 


/=i 


e l,n -1 


Veemplazando (2) en (1) se tiene: 


..( 2 ) 


l e hn (e-l) 


I e 


\i n 


A(R) = lim —.— - = (e-\) lim — (—-) 

«i-kc /f g l/n _ 1 n -+u fi (T tn 


Sea r = — f de donde n- > oo, z-> 0 

n 


Mn 


1 

^(/?) = (^— 1 ) lim —(—T 7 z —) = lim —^— =(<?-! )lime z -lim 


n e‘ n -\ Z ~*°e z -1 


2->0 Z ~>0 — 1 


(e-1) lim - = (e -1 )w 2 

r-»0 


>!(/?) = (e-l)w^ 


Calcular el área de la región R acotada por las gráficas de y = 2 *Jx , eje X y x = 0, 
x = 9. 

Solución 




En este caso, pcr comodidad tenemos como variable independiente a la variable y, es 
decir: „ 
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V V 

f (V) = -— pero la región está limitada entre las curvas f( y) = -—, g(y) = 9 y las 
4 ‘ 4 

rectas y = 0, y = 6 

E1 área del i-esimo rectángulo esta dado por [g(r,) - f(z, )]Ay, por lo tanto el área de 
la repón R esta dado por: 

N / A z' / • 

A(R) = iim AvV [(g(-¿) - f(z¡ )] donde Ay =-= — y r,- =0 + /A> = — 

»-»</ *—f /? n n 

»=i 


9 

Como g(z,)~ f(z, ) = 9 —— /" setiene 

n 


Ó'ñ/n 9 - 


AÍD . /• - X /o - /X I 6 ro 9 »(n + l)( 2 j|+l) 

A(R)= hm — > (9—-/ ) = lim —[9«—- 7 -] 

b - í » ;»" n 2 n ~ >cr ' n n 2 6 


= lim 6[9-4(l+-)(2+-)] =6[9-4(2)] = 36 u 2 

»-»«. 2 n n 2 



7T 

Calcular el área de la región limitada por la gráfica de f(x) = sen x, en x e[0,y]. 


Solución 
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= lim — 
2w 


í 


i 7T W7T . l4 n 

1 + cos-cos-cos( n +1) — 

2 « 2 » 12 « 

2sen — 

2 « 


) 


lint 

ti 


, 7r /r 1. 7T 

1 + cos-cos-cos(l +—) — 

2« 2« 2 

- 7T 
2 sen — 

2 « 


1 + 1 - 0-0 2 _ 
2 ( 1 ) " 2 _ 


7T 

2n 


A{R) = \ir 


Calcular el área de la región bajo la curva f(x) = senh x, en [0,1] 


Solucién 



« 


= lim 

n—>a: 


cosh(l + —) + cosh 1 - cosh -— 1 
«« 

senh— 



2 cosh 1 - 2 

~T 


- (coshl -1)« 2 


« 
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2.5 SUMAS SUPERIORES Y SUMAS INFERIORES - 


DEFINICION.- Si P { = {x, / i = 0,1. n\ y P 2 = {xj I i = 0.1.//} son dos 

particiones de [a.b] tal que P¡ c P 2 , ósea que cada punto de división 
jc, de P x es también im punto de P 2 entonces a la partición P 2 se le llama un 
refinamíento de la partición P x entonces || P 2 || < || P x ||. 

Ejempio.- En el íntervalo [1,7] la partición: 

P 2 = {1,1.5,2.2 JJ.5,3.8.4.2,4.7,5.5.5,5.9,6,6.5,71 

es un refinamiento de P x ={1,2,3,4,5,6,71 puesto quc P x c P 2 además 
II /», 11=1-2, || P 2 1| =0.8 

DEFINICION.- Si f: [a.b]-> R, es una función acotada sobre el intervalo [a,b], es 

decir, que existen números m y M tales que m < f (x) < M, 

V x e [a.b] entonces dadaunapartición P = {x 0 ..t,. x„ 1 de [a,b]. 

Se defme el número = inf{/(jt)/jr efjc^j.x,-], / = 1.2,...,/r} denominando 

infimo (o mayor cota inferior) de los valores de la fiinción f para el intervalo 
[x, ,,x,] y M, f = sup {f(x) /xg [x, H ,x,]} se denomina el supremo (o menor cota 

superior) de los valores de la función sobre el intervalo [jc,-_, ,x, ]. 
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3 5 

Ejcmplo.- Dada la función f(x) = x 3 - 1 , x e [1,3] yla partición P = (1, — ,2, — ,3} 
entonces: 


M x (/) = sup{/ (x)/xs [x 0 , xi ]} = sup{x ? -l/xe[U]}= sup[0, ^] = ^ 

2 o o 


n h (/) = inf { f(x ¡ x e [x () , Xj ]} = inf{x 5 -1 / x e [1, — ]} = inf[0, —] = 0 

2 8 


M 2 (/) = sup{x 3 -l/xe¿2]} = sup[^,7] = 7 

2 o 


m 2 (/) = inf{x 3 — 1 / x g [~ ,2]} = inf[^ ,7] = ~ 

2 o o 

A/, (/) = sup{jr 5 -1 íx € [2,|]} = sup[7,i^] = ^ 

S2 117 

-1/jf g[2,—]} =inf[7,-~] = 7 

o 
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DEFINICION.- Dada la función f acotada sobre [a,b], entonces existen M¡(f ) y 

m¡ (/) para cada i = 1,2.n tales que m < ni¡ (/) < M¡ (/) < M , 

correspondiente a la partición P = {x¡ / / = 0,1,2. n\ d| [a,b], se define la suma 

superior de f correspondiente a la partición P del intervalo [a,b] al número. 


n- 


n 


l'</'./») = £«,( 





. v' 




y a la suma ínferior de f correspondiente a la partición P de [a,b] al numero. 



_n- 







íSl 1 


a ambas sumas se les denomina “Suma de RIEMANN”. 


Ejemplo.- Sea f(x) = 4x, x e [0,3] y A = 9 intervalo. Calcular la suma superior y 
la suma inferior. 

Solución 

Ar = ——— = -—- = — la longitud de cada subintervalo 
9 9 3 


[0J]=[0.i]u[j,|]u[|a]u[l,|]u[|,|]u[|,2]u[2,|]u[|.|]u[|3] 


La función f(x) = 4x es creciente en [0,3] 


































íntegral Definida 


299 


Calculando la suma superior de f en [0,3] 



i 

3 

2 

3 

1 

4 

I 

5 

3 

2 

7 

3 

8 

3 

3 

^iíf)=m¡) 

4 

3 

8 

3 

4 

16 

3 

20 

3 

8 

28 

3 

32 

T 

12 


8 8 

!/(/./>> = 2>,(/X*, -jt m ) = ^AÍ,(/)Ar 

1=0 í=l 


= [Afo (/) + M x (/)+ M 2 (/) + M 3 (/)+ M a (/)+A/ 5 (/) + M 6 (/) + M 7 (/)+M 8 (/ )]Ax 


r 4 8 . 16 20 . 28 32 f __l /1C 108 1 45 + 108 153 C1 

:[—+- + 4 + — + — + 8+—+— + 12]- =(15 +-)- =-=-= 51 

3 3 33 33 3 3 3 3 3 


Calculando la suma inferior de f en [0,3] 


*i-l 

0 

1 

3 

2 

3 

1 

4 

3 

5 

3 

2 

7 

3 

8 

3 

M¡(/) = f(x¡) 

0 

4 

3 

8 

3 

4 

16 

3 

20 

3 

8 

28 

3 

32 

3 


8 » 

P) = X ni ¡ (/)(*/ ~ x ¡-i)- X 

i =0 /=0 

= [m 0 (/) + w, (/) + m 2 (/) + w 3 (/) + w 4 (/) + w 5 (/)+w 6 (/) + m 7 (/) + w g (/)] Ax 


rA 4 8 . 16 20 _ 28 32 1 48 ,, 

= [0 + — + - + 4 + — + — + 8 + — + —]- = — = 16 
33 33 33 3 3 


INTERPRETACION GEOMETRICA.- 

Si f(x) es una función positiva (f(x) > 0), las sumas de Riemann tienen una 
interpretación muy sencilla consideremos el siguiente gráfico. 
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i -0 1=1 


nos representa la suma de las áreas de los rectángulos por exceso sobre cada sub- 
intervalo [x r l , x¡ ] y de altura M¡ (/) y la suma inferior. 

n n 

L( f, P) = £ m t (f)(Xi ) = ]T m¡ (/)Ax 

í=i 1=1 

representa las áreas de los rectángulos por defecto sobre el sub-intervalo 
[x#_j, x t ] y la altura m, (/). 

OBSERVACION.- Cuando la función f es creciente, los valores mínimos m¡ (/) 

se toma el extremo izquierdo jc,-^ y los valores máximos 
M¡(f) se tomaen el extremoderecho x¡ delsubintervalo [xj j.x,]. 


2.6 PROPIEDADES DE LAS SUMAS SLPERIORES É 
INFERJORES.- .. ^ . 


Si f es una fiinción acotada sobre [a,b], entonces existen m y M tales que: 
~m = ínf {f(x) / x € [a,b]f y M = sup (f(x) /x € [a,bj[ | 
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1° Si f es una función acotada sobre [a,b] y P = ix {) ,x x ,...,x „} es una partición de 
[a,b] entonces se tiene: 

m(b—a) ¿ L(fF)Hjü(LP) $ M(b-^-a) 

Demostracién 

Para los numeros m, m¡ (/), M¡ (/) y M se tiene la desigualdad. 


m < m¿ (/) < M t (/) < M 


..( 1 ) 


a la desigualdad (1) multiplicamos por A,.v, es decir: 

mA¡x < m¡ (/)AfX < M¡ (/)A,jc < MA¿x 
ahora tomamos la suma para i = 1,2.n 

n n n n 

rnAfX < ]T m¡ (/) A¡x < ]T M¡ (/) A¡x < ]T MA¡x 

I ~1 1=1 1=1 1=1 

n n 

mY, < U f.P) < U(f. p) < 

1=1 Í =1 

n 

m(b —a)<L(f,P)<U(f,P)<M(b—a), donde ^Ta ¡x = b-a 

/=i 

2° Si f es una función acotada en [a,b] y P x , P 2 son dos particiones de [a,b] tal 
que P 2 esun refinamientode P x (P x c.P 2 ) entonces se tiene: 


I(/,fJ)<Í(/> 2 ) y V(j\P x ) > Uif, 


3° Sea f es una función acotada en [a,b], P x , P 2 dos particiones arbitrarias de [a,b] 
entonces se tiene: 
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2.7 INTEGRAL DEFINIDA.- 


Sea D el conjunto de todas las particiones posibles P del intervalo [a.b]. Si f es una 
función acotada sobre [a,b] entonces existen números m y M tal que: 

m < f(x) < M, V x e [a,b] 

Se sabe que la siguiente desigualdad se cumple 

m(b- a) < L(f,P) < U(f,P) < M(b - a) 

para toda partición P en D, esto asegura que el conjunto numérico (L(f,P) / P e D) es 
acotado superiormente y el conjunto (U(f,P) / P e DJ es acotado inferiormenle, luego 
el conjunto {L(f,P) / PeD) tiene un supremo (la inayor cota inferior) y {U(f,P)/Pe D) 
tiene un ínfirno (mínima cota superior) con estos valores supremo e ínfimo daremos la 
definición siguiente: 

DEFINICION,- Si f es una fúnción acotada en [a,b]. al número sup {L(f.P) / Pe D) 
se llama integral inferior de f en [a,b] y se indica. 


•h 


f(x)dx = $up{L( f\P)/PeD } = integral inferior de f desde a hasta b. 


A1 número inferior {U(f,P) / P e D} se llama integral superior de f en [a,b] y se 
indica. 


>h 


f(x)dx = inf{U(f ,P)/ PeD) = integral superior de f desde a hasta b. 


2.7J mOPIEDADÉS DE LASINTEGÍCAÍ ÉS SLPERIORES E INFERIORES.- 



Si f es una fúnción acotada en [a,b], entonces: 
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© Si f es una función acolada en [a,b] entonces: 


m(b -a> < L(f,P) ¿ U(f,P> < M(b ~a) 


donde m = inf (f(x) / x e [a,b][ y M = sup (f(x) / x e [a,b][ 

© Si f es una función acotada en [a,b] existen puntos c,, c 2 e [a,b\ tales que: 





f(x)dx = ffe 


y ]Jfx)dx = /(c 2 Kb - a ) 


© Si f es una ftmción acotada en [a,b] y c e <a,b> entonces: 



f fibddm f fixfiix 

!<út: . Jt 


.>w. 


~?fix\dx± 1 

f f (x)dx+\ f (x)dx : 

Ja J 


4 c 


2.7.2 INTEGRAL DE RIEMANN.* 


DEFINICION,- Una ftmción f se dice que es integrable en [a,b]. Si f es una ftmción 

acotada en [a,b] y si f f(x)dx = f f (x)dx, a este valor común se 

J ü J U 

le Hama “La integral definida” (De Riemann) y se denota así: 


JVíímsí- £/<**& * J /<m 


por simplicidad se llama integral dcfinida de f sobre [a.b] ó integral definida de f sobre 
[a,b] ó integral de f de “a” hasta “b”. 

OBSERVACION,- 

r?) E1 número f 1(x)dx se Uama integral definida de ftx) desde “a” hasta “b”. 

Jii 

© EI símbolo J es llamado simbolo de integración (éste simbolo fúe introducido 
por Lebnitz). 

















© © © © 
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La función f(x) se llama integrante. 

lk a” se Uama el limite superior de integración. 

“b” se llama el limite superior de integración. 

r b 

La variable x que aparece en f(x)dx , no tiene significado especial es: 

J a 

í f(x)dx= f f(y)dy= f f(z)dz= f f(u)du 

J a *u Jí/ 


EXISTENCIA DE FUNCIONES INTEGRABLES. 

Se conoce que las funciones decrecientes y crecicntes son integrables. ahora veremos 
que las funciones continuas sobre un intervalo cerrado [a,b] son también integrables 
en [a,b]. 


i) Si f es una fiinción continua sobre [a,b] entonces f es integrable sobre [a,b]. 


ii) Si f es continua sobre [a,b], entonces para cada e > 0, existe S > 0 tal que: 



para toda partición P con |P| < 8 y para toda elección de x,- e [.v f _ i , x¡ ] 


iii) Si f es continua en [a,b], entonces: 



donde x¿ es un punto arbitrario en [x, para toda partición P de [a,b] y 

puede elegirse los x¡ G[jc,_j,jc f ] del modo siguiente x f = -—- — que es el 
punto medio de [x, _!,*,-]. 
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Ejemplo.- Expresar el limite de la suma dada como una integral definida 

n ^ 

lim y^ (—— -x¡_i) donde P: partición de [1,9]. 

|p|—»o 2 

Solución 

Como [a,b] = [1,9] se tiene: Ax, -x, -x¡^¡ 


Ahora identificamos í[x) donde 



+ *,-i 

2 


punto medio 


f(x¡) = ( *' + — ■ ) 3 = x,- 3 de donde f (x) = x' 

2 

n ^ -h JC -9 

Luego se tiene: lim 'V (—- —) 2 (x¡ -x.)= í x 3 dx 

\pho¿-' 2 h 

i-1 

TEOREMA.- Una fimción acotada f es integrable en [a,b] si y solo si para 
cada e > 0, siempre es posible hallar una partición P tal que 
U(f,P) — L(f,P) < e. 

Ejemplo de aplicación. 

Sea f una fimción acotada en [a,b] y continua en [a,b] excepto en el punto c € [a,b], 
pruebe que f es integrable en [a,b]. 

Solucién 

F es continua en [a,b] excepto en x = c. 

Una fimción es acotada si está acotada. 

f: [a,b]-> R Ve>0,38>0,3 A partición 

de [a,b] tal que U(f,A) — L(f,A) < e por probar 
para que f se integrable en [a,b]. 



Luego tenemos: 
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f es contínua en [a,c] => 


c 

V ->0, 
2 


3 A' partición de [a.c] tal que 


£/(./, A’)-¿(/,A’)<! 



partición de [c,b] tal que 


Sea c > 0, cualquiera. entonces definimos A = A''uA"/U(f,A)-L(f,A) < c , puesto 
que U(f,A) = U(f,A') + U(f,A") y L(1,A) = L(f,A') + L(f,A") de donde 

U(f,A)-L(f,A) = L(f,A')-L(f,A') + U(f,A")-L(f,A")<~ + ^ = c 

.*. U(f,A) — L(f,A) < e 

Ejempio.- Sean c e [a,b] y a e R, definimos f: [a,b] -> R por 

| CL SÍ X = C f 6 

f(x) = \ pruebe que f es integrable y que f (x)dx = 0 


0 si x±c 


Solución 


Aplicando la defmición siguiente: 

Una función f acotada sobre [a,b] es integrable sobre [a,b] si sup{L(f,p)} = inf 
{U(f,p)[ donde p es una partición de [a,b]. 4 


Y 


Aplicamos esta defmición. 


Como f(x) es acoiada pues |f(x)| < a, V x e Df = R 


Sea P = {x 0 , x x } una partición, [jt,.,, x¡ ] 
sub-intervalo 


0 


- 6 - 

C 


X 


n 
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- 


m ¿ =inf {/(*)/x M 


<X<X¿\ = ]Tw, 
í=l 


¿>-(7 

/? 


= 0 pues w r * =0 


Luego L(f,p) = 0 


U(f* ^ M¡{x¡ - Xjji ); M, =sup{/(x)/x M <x<jc f / 

í=i 


í-i 


/i-a 


= 0 4- 0 4-... + OC 


/?-(7 b-a 


a 


n 


n 


n 


rrrr x b ~ ü 

í/(/,P)=-« 

n 


Luego Sup {L(f,p)| = 0 


Ahora inf{<7(/, p)\ = inf{-^-^a} = 


ti 


fo, 

0, 

0, 


a < 0 
a > 0 
a = 0 


inf{U(f,p)}=0 


.*• sup {L(u,p)} = inf {U(f,p)} = 0 

c h 

y por definición f(x)dx = sup {L(f, p )} = inf{(7 (/, p)\ = 0 



a) DEFINICION,- Diremos que una función f es integrable en el intervalo [a,b], 

si existe un número L, que cumple la condición que, para 

n 

cada c > 0, existe S >0, tal que | / f (a, )á,x -L [< e , para toda partición P 

i=l 

del intervalo [a,b], donde |P| < S, a esta definición lo representaremos por: 
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b) DEFINICION.- Consideremos una fünción f definida en el intervalo cerrado 

[a,b], entonces a la íntegral definida de f de “a” hasta “b”. 


r h 

Denotaremos por f(x)dx y es definida por: 


si existe el límite 

2.7.4 CALCULO DE LA ÍNTEGRAL iDEFINÍDA USANDO INTERVALOS DE 
IGUAl LONGltLD. ____ 

En el cálculo de las integrales defmidas, cuando se usan intervalos de igual longitud se 
tiene que: 


fp . 



í f(x 

$dxm íim 7 f(t 


'J.-'á- 

'"im 


Ax ——, x¡ -a + /Ax, de donde jc,- =a + ——— i , i = 0,l,2.n 

n n 

Luego la integral defmida se calcula mediante la expresión. 






i» 


f/(jc) 

dxi ~ tim 7 




-r ’ 





--------- 

. ' ' j::: :': 


Ejemplo.- Mediante la defmición de integral definida. Calcular la integral 
| ( 4 jc 3 - 3 x 2 ±\)dx 

Solución 


í (4x 3 -3jc 2 +\)dx= lim yT f(x, )Ax, donde Ac = -—- = — . jc, =1 +—i 
•'i ~' n n n 


2 . 


/(jc) = 4 jc 3 — 3 x 2 +1 ^ /(■ K ,-) = 4 (l +—i') 3 - 3 ( 1 +—i ) 2 +1 =—t-i ’ 3 +-^y -/ 2 +—/ + 2 


n 


n 


n IV 


n 


ahora reemplazando en la integral. 

f 3 .. ■? ~ ■> . , ^->.32.^ 36.2 12. 2 

I ( 4 jc -3x~ +l)dx= lim / (— -v +— i +—/ + 2 ) — 
Ji » n n n 
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»• 1-64 ^-3 .*> 2+ • + V 1 n 

« 4 r? n *-1 n~ 11 n¿-( 
rí 1=1 ,l 1=1 ri /=1 1=1 


72^.-, 24 v^. 4f 


r 64 «“(w + 1) 2 72 /;(« + l)(2« + l) 24 «(« + 1) 4 

= //«/[—.— +—•—-9-- +—.-- - +-.»] 


n-* oc- 


« 


4 4 » 3 ' 6 « 2 ’ 2 


« 


: lim [16(1 + -) 2 +12(1 + —)(2 + -) +12(1 + -) + 4] 

"->« « M « « 


= 16 + 24+12 + 4 = 56 


Ejemplo.- Mediante la definición de integral definida, calcular la integral 


r- 


+ 4jc + 5)í/jc 


Solución 


Por definición de la integral definida se tiene: 


f (jc 2 +4jc+5)í£c= lim f(x¡ )Ax, donde Ax =——- = — , x, = a + iAx = 1 + — 

Ji «-♦« — ‘ /i « « 

1=1 


3/ 


/(jc) = jc“ +4jc + 5 


/ (•*/) — (1 "•—~) 2 + 4(1 H—-) + 5 — —— i' H-/ + 10 

« « «- « 


ahora reemplazando en la definición de la integral. 


f (jc 2 +4jc + 5)í/jc= lim Y(4/ 2 +—i + 10)— = //«/[^Y/ 2 +-^-^ /+ —^1] 

Ji tí n 2 n ” — « 3 tr « ér «ír 


27 vv, 54 30 V 


27 n(« + l)(2« + l) 54 «(«+1) 

/ lw [ ---+ —— + 30] 

«-»«’ //-’ 6 « z 2 


: lim [—(1+—)(2+—)+27(l+—) + 30] 

2 « « « 


= — (2) + 27 + 30 = 9 + 27 + 30 = 66 
2 
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Ejemplo.- Representar el límite de las siguientes sumas como una integral defmida. 


( 7 ) lim "V (// 2 +/ 2 ) ' 2 , P: partición [0,VI] 

Solución 


í=i 


A „_b—a _ VI-0_ VI 

L_^ 

uX — — — 

// // n 

i-U - 

11 

ft VI/ 

VI/ 

jCj = a + /Ac = 0 + - 

=— 




// 


//w ^ (;/ 2 +/ 2 ) 1/2 = lim ^-== * = //m ^ 

- - •■'tr-I?+: 1 -^fr 


1 1 


K> 2 " 


1 

= « m -Ly 


1 VI 


n-> r / 


ír l l+ i (i & )2 " 

3 /i 


1 _W3 

VI " L x 2 




^3 


+ jc J 


© lin, í 1 

n->/ — i/ + / w 


Solución 


Si Ax = —, entonces el intervalo se tiene [0,1] 
// 


n f 1 

jc, = 0 + — => JCj = — 

// // 


/, 1 f 1 dx 


lim Y(— )-= lim Y — .-= lim Y /'(-).-= f 

// + / // . / // »->■' “ n n J <> 

1=1 


1=1 


1=1 1 +- 
// 


1 +.r 
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además /(—) = * 


" 1+1 
// 


/(*> = 


1 + x 


© 


.. 1 . /r 2zr .w/r %l 

/fw — (tg—— +tg — + ...+ tg(—)) 
»-**’ // 4// 4// 4/i 


Solución 


, 1 , n 2n nn y , v ni i 

lim — (tg— + tg — + ...+ tg—) = hm / tg— 
»-»“■ // 4« 4« 4/i 4/i // 


ni 1 


n-»oo •í —* /j /| Jo 4 

1-1 


j j , ni /■/ , . ,/rx. A 1-0 1 

donde /(—) = tg— => f(x) = tg(—) => Ax- -= — 

// 4 n 4 n n 


© 


11 

lim — [ln(¿/ + —) + ln(a +—)+...+ln(a+1)] 
»-*“■■ // n n n 


Solucién 


11 0 

lim —[ln(</ h—) + ln(a+—) + ...+ln(a+—)] 
*-*» n n n n 


= lim ln (a+—)= lim f{—)•—= f \n(a + x)dx 

»-»«“ // »-»«• “ // // 

1=1 1=1 


donde Ax = -—- = —, x¡ = — => f(x) = ln (a + x) 

n n n 




2 /i + 41 


Í=1 2/r +4///+4/ 


.2 


, P: participación [2,6] 


Solución 
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Sea A,t 


6-2 4 


n n 


/? 


. A ~ 4/ _ 41 

x, = úf + / Ax = 2 +— => X,- = 2 +— 
n n 


limT 7 2 ,,+ 4 í— 

w -kj: Oit- i >iiii i /1i ~ m 


2 + 


4/ 


// 


- tT 2ir +4//I+4/- » - ,,^ 4(2+ 4/ + 4/\ » 

// // 2 


ahora a la expresión 


2 + Ü 

// 


4/ 


4 - pondremos en términos de 2 + — es decir: 

2+—+4 (—) 2 

/I // 


/( 2 +-) = 
n 


2 +Ü 

/I 


2 +íí 

n 


2+4<¿) 

/? 


• • ■ í • i - 

4(2 + 4(-) + 4(|) 2 ) 4(2 + 4 —)+(—) 2 <2 + —) 2 +4 

// 1 n n n 


f(x) = 


x~ +4 


entonces se tiene: 


lim y 


2 n + 4/ 


„ 2 + 4- 


4/ 2 /? J 2 x 2 


■-»* 2/r + 4/// + 4 / 2 


t/jc 


'=i ( 2 +—) J 
// 


jc +4 


© Utilizando integral defmida hallar él limite lim 


\ p +2 P +...+ n p 


n— >of* 


// 




P>0. 


Solución 


1 P +2 P +...+ ?? p .. l P +2 P +...+ /? p 1 .. r/ l p .2 w ./?./>-. ^ 

Um --=///??- j; -■- = //"?[(-) +(-) +... + (-) ]- 

ij' 1 n-^oo tt r n n—*.r. n p n n 


n—>v: 
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2.7.5. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


I. Encontrar el área exacta de la región indicada. expresar el área como él limite de una 
suma de Riemann con particiones iguales. 

(T) Hallar el área de la región R acotada por y = x 2 + 2x +1, el eje X y las rectas x = -1, 

1 o * 64 - 

x = 3. Rpta. — m 

© Hallar cl área de la región R acotada por y = 3a 4 , el eje X y las rectas x = 0, x = 1. 

D , 3 2 

Rpta. —u 

® Hallar el área de la región R acotada por y = 2-Jx , eje X y las rectas x = 0 , x = 4. 

o * 32 2 

Rpta. — u 

© Hallar el área de la región R acotada por y = (x-3 ) 2 +2, el eje X y las rectas x = 0. 
x = 6 . Rpta. 30 u 2 



Hallar cl área de la región R acotada por y = 12-x 2 -x . el eje X y las rectas x = -3, 


x = 2. 


Rpta. 


305 

6 


1 

lC 



Hallar el área de la región R acotada por y = 2x 3 , el eje X y las reclas x = -1, x = 1. 


Rpta. 1 u 2 
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( 7 ) Hallar el área de la región R acotada por v = 4- x 2 , el eje X y las rectas x = 1, x = 2. 


5 7 

Rpta. — w' 


(s) Hallar el área de la región R acotada por y = 2 -1 x |, el eje X y las rectas x= -2, x = 2. 

Rpta. 4 ir 

Hallar el área de la región R acotada por y = (jc +3) 2 , cl eje X y las rectas x= -3, x= 0. 

Rpta. 9 M 2 


I0J Hallar el área dc la región R acotada por y = x 2 -2x-l , el cje X y las reclas x = 1, 
x = 4. 


0 é .13^/2 2 

Rpta. (—- 4)</ 


© Hallar el área de la región R acotada por y = 3x-3.t 2 jc 3 . el eje X y las rectas 


x = 0, x = 1. 


Rpta. — w 2 

6 


12) Hallar el área de la región R acotada por y = — +1. el eje X y las rectas x = 0, 


x = 3. 


« 21 , 
Rpta. — u~ 

4 


(l3) Hallar el área de la región comprendida por y = x 2 , y = 4- 3x 1 


„ 16 7 

Rpta. —m" 


^ 4 ) Hallar eláreadelaregión comprendidapor y = 3x 2 ,y = l-3x 2 , x = 0,x = 3 
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Hallar el área de la región R limitada por y = 2* 2 + ^ +1, el eje Y, el eje X y la recta 


x — I. 


_ 23 , 

Rpta. — u~ 
12 


16J Hallar el área de la región R limitada por y = x -x ~, el eje X. 


1 i 

Rpta. —u~ 

6 


© Hallar el area de la región R limilada por la curva y = .v 2 -.v 4 , 0 < x < 1 y cl eje X. 


2 

Rpta. — u~ 
15 


Encontrar el área de la región R limitada por y = 1 +.v 2 + 2.v 4 , en el eje Y. el eje X y 


la recta x = 1. 


26 , 

Rpta. — u~ 
15 


(l?) Hallar el área de la regíón limitada por las Iineas dados por la ecuación 4 y = (x-4) 2 , 


-1 64 -> 

4y = (jc + 4)", 4y = (x-4)~, 4j* = -(4+x)" . Rpta. — u~ 


20) Encontrar el árca de la región acotada por la curva y = 6x+x 2 -x *. el eje X y las 

, . „ 109 , 

rectas x = -lyx = 3. Rpta. ~^~ u ~ 


11 . 

© 

© 

© 


Usando la definición de la integral definida calcular las integrales siguientes: 


| 4 (.v 2 +4.V + 5 )dx 

f (.v' - \)dx 
Jo 

f 4 ■> 

I (x~ +.v-6 )dx 

Jo 


Rpta. 66 u 


D . 605 2 

Rpta. - u 


„ 16 , 
Rpta. — li ~ 


c 
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© j 

[V + 1 )dx 


Rpta. 

4« 2 

© J 

p (4* 3 - 3.y 2 + 1 )dx 


Rpta. 

56 u 1 

© J 

[ (3x 3 +3jc 2 —2x — 

6 )dx 

Rpta. 

222 u 2 

© J 

p (2.v 3 -2x-3)dx 


Rpta. 

596« 2 

© J 

[ (3,v 2 — 1 )dx 
ln 


Rpta. 

6« 2 

® J 

•2 

j (a' 3 + jc 2 — 4x — 2)dx 

Rpta. 

8 i 

— u~ 

3 

© J 

[ (.v 3 +2.v)<ir 


Rpta. 

27 , 

- u~ 

4 

© J 

[ (x 2 — 1 ) 2 dx 


Rpta. 

812 , 

- u~ 

15 

© J 

i sen x dx 

0 


Rpta. 

1 — cos a « 2 

(n) Aplicando sumas 

de Riemann, 

evaluar la 

integral 


f f{x)dx 

Jo 


Í(X) = 


2x + 2, x e [0,2] 
x 2 -4.T + 10, .te<2,4] 


Rpta. 



donde 


III. 



Exprcsar el siguienle limite como una inlegral definida 



n 


n 
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f2J Expresar el siguiente límite como una integral defmida. lim 


\ p +2 P +?> p +...+ n i 


n 


p +1 


Rpta. í 
Jo 

( 3 ) Expresar el siguiente límite como una integrai definida. 


x p dx 


I- f n n 

ltm( -^r +-75T+-+ — 

■-** (n + l) 5ül (w + 2) 501 (n 


5«H) 


n 


500 


500 , , 

n . _ . r 1 dx 

-—) Rpta. - 

+«) 501 J«(l + 


x) 


501 


® w « 2/^2 _ ^2 \ 

Expresar el siguiente límite como una integral definida. lim 'S' 

tt —>00 * ^ 


í-1 


n 


Rpta. f (x 2 -x 4 )dx 

JO 


1 " 

(?) Expresar el siguiente límite como una integral definida. lim — 'S' ln(a + —) 
Vw/ n ^°° n i^t n 


Rpta. fln {a+x)dx 
Jo 


(ó) Expresar el siguientelímite como unaintegral definida. ///n V(n 2 +t 2 ) 1/2 




*-l 


Rpta. f 
Jo 


1 dx 


4 x 2 +1 


n sen(—) 


Q) Expresar el siguiente límite como una integral definida. lim V-- 

w—*oo * ^ rt 4* 1 


«+/ 


r 1 sen x 

Rp,a ‘ JoTT 
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© Expresar el siguiente límite como una integral definida. 


arctg(—) arctg(—) 


n 


n 


lim ( 

n-wo 1 + n 2 +n 


n 

+...+-^-) 

n + n 


I! 


arctgx 

1+jt 


dx 


n ^ 

(9J Expresar el siguiente límite como una integral defmida lim / (——+—) 


n n 


Rpta. J(7x 2 +9)dx 


@ Expresar el siguiente limite como una integral defínida. 


., , n n n 

um( - -+ - T +...+— - 

l + 2n+2n 4+4n + 2n n +2n(n)+2n 

© Expresar el siguiente límite como una integral definida. 


-) Rpta. f' 

Jo x 2 +2x + : 


lim (- 7 = = + . 

"^ 00 v « 2 + 1 Vn 2 + 2 2 


■ + + 


Jñ^ñ 2 


(l2) Expresar el siguiente limite como una integral definida. 


1 í/jc 


Rp,a - 4 


+jc 


Vw + l +Vw + 2 + ...+-\/2n 

/íw- 


f |->00 




3/2 


Rpta. f Vl + x 
Jo 


+ x t/x 


(l3) Aplicando sumas de Riemann, evaluar la integral J f(x) dx 
2x + 2, x e [0,2] 


donde 


/(*) = 


x 2 - Ax + 10, jc €< 2,4] 


Rpta. 


ill 


Consideremos dos funciones f y g integrables en [a,b] y K una constante 
arbitrariamente, entonces: 
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Q j K f(x)dx = f(j f(x)dx (5) j[f(x)±g(x)\dx-^f(x)dx±^g(x)dx 

J f(x)dx = J / (x)dx + J f(x)dx , dondc f es integrable en [a,c],[c,b],[a,b] y a<c< b 

© J7(.v)¿y- = -j U f(x)dx . b> a © jj(x)dx = 0 

© í / (x)dx = J(x - A \dx (invariancia frente a una traslación) 

(^ Sí f(x) >0,Vx e [a,b] entonces Í /(x)í¿y> 0 

Jr/ 

© Si f(x) > g(x), V x e [a,b], entonces: j f(x)dx> jg(x)dx 

Si m y M son los valores minimos y máximos absolutos de f en [a,b] respectivamente 
tal que m<í(x)<M, Vxe[a,b] entonces: m(b-a)<yf(x)dx<M(b-a) 

© Si f es una función conünua en el intervalo [a,b], entwices: '£ f(x)dx(< j\f(x)\dx 

© Si f es una función continua en el inten'alo [0,a], entonces: J7 ( *Wr=fV( fl -x)dx 


12) Si f es una función par y continua en [-a,a], entonces: E f (x)dx-ljf(x)dx 


13) Si f cs una función impar y continua en [-a,a], entonces: J f(x)dx = 0 


14) Si f cs una función par y continua. cntonces: J x / (cos x)dx = — J / (cos x)dx 


í?) Si f es una función continua, entonces: J x f (sen y )dx = ~j { f ( scn x)dx 
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Si f es integrable en [a.b], entonces para cualquier c * 0 se tiene que: 
a) í f{x)dx = —\ f{—)dx b) J f{x)dx=c\ f(cx)dx 

Ju c " ac C " a "ulc 

17} Si f es una función continua en un intervalo 1, entonces, para cada t e I, 

a) J f(x)dx = J/(-x)í¿y b) J f(x)dx = ljf(x)dx , si fespar. 

@ Sea f una función impar (par) continua sobre [-a,a], si se defme la función 
g(x) = J f(t)dt para x e [-a,a], entonces g cs una función par (impar). 

@) Si f es continua en I, entonces para c e I: J f(x)dx = J f(~x)dx 

Demostración 


Pordemostrar j k f(x)dx = kj f(x)dx 

Sea P = (jr„, x x . x„ \ una partición del intervalo [a,b]. 

La suma de Riemann de la fiinción k f(x) asociado a esta partición es: 

n n 

S(p , f) = y k f(a¡)A,x = k^ f(a¡)A¡x , 

i=l 1=1 

de modo que podemos expresar en la forma: 

* n n 

í k f(x)dx= lim ^ k / (a ) A-jc= Jim k^ f(a )A x 
\p\-m)*—* ipi »n 


= k lim V f (a )A,jc = k f f(x)dx 

J u 

/ = ] 

Por deinostrar f ( f(x)±g(x))dx= f f(x)dx± f g(x)dx 

Ja Ja "u 
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Sea P = . jc„} una particion del intervalo [a,bj la suma dc Riemann de la 

función f(x) ± g(x) asociada a csta partición es: 


n n n 

«P./1»£[A« i )± sK )]A,a = ^ )A,-t + ^g(a,. )A ¿ X 


■ i 


de modo que podcmos cxpresar cn la forma: 


. n 

f (f (x) ± gU ))dx = lim Y [ f (a,) ± g(a ( )]\,x 

iit 

I 1 


V- f* f h 

= lim > /(aJA,* ± lim > g(a, )A,x = f(x)dx± g(x)dx 
|/ J | ►(>“' |/ > | >(I^- U J// Jr/ 

I I I - I 

Pordemostrar [ f(x)dx=[ f(x)dx + [ f(\)dx dondea<c<b 
Ju Ju "i 

Supongamos que f(x) es integrable en [a.b], entonces si c > 0. existe una particion 
P = {a= .,v„ = b\ de [a,b] tal que U(f,P)- L(f,P) < c 


Sea P'= {.v„,jc,..V/} una partición del intervalo [a,c] y P"={x¡ . jr„} una 

partición del intervalo [c,b], entonces L(f,P) = L(f,P') + Hf,P") y 
U( f, P) = U( f, P') + U(f, P'') entonces: 

[U( f. P') + U( f, P ")] - [L( f, P') + L( f, P" )] = U( f, P) - L( f, P)<e como cada 

termino del paréntesis no es negativo. cada uno es menor quc c, esto muestra que f es 
integrablc cn [a,c] y [c,b] y se tiene que: 

L(f,P')< f f(x)dx<U(f.F) 

Ju 

L(f.P")< J/ (v )dx <U(f.P”) por lo tanto: 
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L( /, P) < £ /’( a )dx + J / (a')í/„y < l/(./, P ) lo que demueslra que: 


© 


© 

© 


© 

© 


f t(x)dx= f f(x)dx+ f Hx)dx 
J u Ju Jt 

La demostración J / ( x )dx = -J^ / ( x)dx , b> a es inmediato apiicando 

f(x)dx= f(c)(b-a) donde a<c<b 
Jíi 

La demostración f f(x)dx = 0 ejercicio es inmediato. 

J u 

*b *b*k 

Por demostrar que f (x)dx = \ f (x - k )dx 
Jtí Ja-k 

Sea /. = x - k donde dx = dz, además 

Para x = a+k;/=a+k — k = a yx = b+k;z = b + k- k = b 


J *b - k p/i fh 

/( x - k )dx = f (z)d= = r / („y 

a ’ k Ja Ja 


)dx 


p/i p/) *■ k 

f (x)dx = I f (x — k )dx 
Jo Ja-k 


La demostración de f(x)dx > 0, V x g [a.b], T(x)>0 dejamos como cjercicio. 

Por detnostrar que f f(x)dx> f g(x)dx donde f(x) > g(x), x g [a,b] para csto 

Ja Ju 

aplicamos la propiedad de linealidad y la propiedad (7). 

Como f(x) y g(x) son integrables, cntonces la función h(x) = f(x) - g(x) es 
integrable y como por hipótesis se tiene que h(x) = f(x) - g(x) >0 V x e [a,b] 
entonces 

0 < f h(x)dx = f (f (x) - g(x))dx = f f(x)dx — f g(x)dx 
Ju Ja Jtí Ja 

es decir f f(x)dx - f g(x)dx > 0, de dondc f f(x)dx > f g(x)dx 

Ja Ja Ju Ja 
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Por demostrar que m{b-a)< f (x)dx < M(b - a) como f es continua en [a,b], 

Jít 

entonces f]x) es integrable en [a,b] y como rayM son los valores mínimo y máximo 
absoluta de f(x) es decir m < f(x) < M, V x e [a.b]. Aplicando la propiedad (8) se 
tiene: 


J m dx < J / (x)dx < J M dx => mx J ^ < J / (x)dx <MxJ 


r* 

m(h - a) < f(x)dx <M(b-a) 
Ji/ 


© Por dcmostrar que: |J f(x)dx\<^\ f(x)\dx 


eomo f(x) es continua en [a,b] 


entonces | f(x) [ tambicn es continua en [a,b] y por lo tanto es integrable, 
además por la propiedad, V u e R, -|u| < u < |u| de modo que: V x e [a,b] se liene 
- |f(x)| < f(x) < |Rx)| por la propiedad (8) se tiene: 


- f | f(x)\dx< f f(x)dx< f | f(x)\dx 

Ju Ja Ja 

y aplicando lapropiedad: |a|<b <=> - b<a<b se liene: |f f(x)dx\< f ) f(x)\dx 

Ja Ja 

© Por demostrar que J f(x)dx = J f (a - x)dx 

En la integral J J'(a - x)dx , hacemos z = a — x, donde x = ü. z = a y para x = a, 
7 = 0, además dx = - dz 



x)dx= f \f(=)(-dz) = -t' f(z)dz= \'f(z)dz 
Ju Ju J 0 


por la propiedad (4) por lo lanto: f f(a - x)dx = f f(z)dz = f f(x)dx 

J» Jo Jo 
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12) Por dcmostrar que: J f(x)dx = 2 J f(x)dx , aplicando la propiedad (3): 

f f(x)dx=\ f(x)dx+ f f(x)dx 
J a' J u J<>' 


( 1 ) 


f° 

en la íntcgral f(x)dx reempla/.ando x = -y cntonces para x = -a, y=a y x = 0, 

J U 

y = 0, dx = -dy 

f f(x)dx= f f(-y)(-dy) = -\ l 'f(~y)dy= f 1(~v)dy 

J a Ja Ja Jft 


= [j(x)dx, porque fespar 


...( 2 ) 


[ü pi/ *a +a 

al reemplazar (2) en (1) se tiene: f(x)dx = I f(x)dx + I f(x)dx = 21 1(x)dx 

J-a' j() JO' Jo 

f f(x)dx = l\ f(x)dx 
J a JO 


NOTA.- Las demás propiedades su demostración dejamos como ejercicio. 

OBSERVACION.- Si se licnc una función f continua cn el intervalo [a.b] y 

además f(a) ^ f(b), entonces para cualquier número /. entre 
f(a) y f(b) existe un número c entre a y b de tal manera quc ífc) = /.. 
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2,$,1 TEOREMA D£L VALOR MEPIO FARAINTEGRALES* 

Consideremos una íunción f continua cn [a,b]. Entonces existe un número c e [a.b] tal 
que. 

t fixiáx ~ 

Dcmostración 

Coino f cs continua cn [a.b] => 3 u. |í en [a.b] tal que fla) = m y f([)) = M son los 
valores minimos y máximos absolutos respectivamente de fen [a,b]. 

Lucgo m < f(x) < M, V x e [a.b]. Entonccs. 

m(h- a ) < J / {x)dx <M{h-a ) (por la propicdad 9). 

\f{x)dx f/ {x)dx 

Por lo tanto: m < —-< M . de donde f (a ) < —-< f{fi) 

h-a b-a 

Ahora mediante la obscrvación. existc c e [a.b] tal que: 

\f{x)dx h 

f(c)^~ - => \f(x)dx= f{c){b-a) 

h-a 

1X2 PRJMER TEOREMA FITNDAMENTAL PF.L CALCULO.> 

(Dcrivadas dc Intcgralcs) 

Sca f una íúnción continua en el intervalo [a.b]. Entonces la función F deíinida por: 
F(x) = \ f(t )dx , a < x < b es derivable en [a,b] y 

J a 

D x f(x) = D x f / (t)dt = /( x ). V x e [a.b] 

Jü 

Dcmostración 
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Como F(x) = f / (t)dt es una función definida en [a,b]. Entonces: 


h »0 h h >0 


f 7(t)dt- [f(t)dt 

Ja ya 


= lini 
h -> 0 


[f(t)dt + f'/ (/)dt - f'/ (t)dt f '/ (/)dt 

Jfl *// f J.V 


= lim 

h-> 0 // 


(por la propiedad 3) 


Por el teorema deJ valor medio para integrales se tiene, para cada número 


fX ■ h 


no nulo x + h e [a,b] existe a g [x. x + h] lal que J /(/ )dt = h J'(a ) de donde. 


f(a) = 


\f(t)dt 


r yl) 

I f(t)dt 

F'(x) = lim —— ; - = lim f(a) = f(x) 


, luego 


h -*0 h /r *+0 


.*• F(x) = J(x) 


Ejemplo.- Calcular F'(x) siendo F(x)=\e\x\tdt 


F(x) = \\' 


ln tdt 


Solución 


F'(x) = e K lnjr 


£ ent dt 

— 

1 + arcsen/ 


Solución 


Para calcular F'(x) en este ejemplo se debe aplicar la regla dc la cadena en el primer 
teorema íúndamental del cálculo, cs decir: 


F(jc) = f(t) = H(g(x)) derivando mediante la regla de ia cadena se liene: 
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F'(.r) = //’(£(*)).#’(*)= 1(g{x)).g'{x) dondc /(r) = 


1 


I +arcscn/ 


y g(x) = sen x 


F'(x) = f (g(.r)).g'(.r) =./(sen x).(sen.r)'= 


COS X 


l + arcsen(senx) 


.*• F'(: r) = 


COSJC 

1 + .r 


Ejempio.- Calcular F'(.r) siendo /« (.r)=f -Jt + e' di 

Jo 


Solución 


Aplicando cl critcrio del ejemplo anterior: 


F(x)= [ + e' dt => F'(x) = ^x 2 +e' (.r 2 )' /. F'(x) = 2x^1 x 2 +e' v 

Jn 


2.8.3. CENERAUZAOON BEL PRIMER TEOREMA FliJNDAMENTAL DEL 
CALOJLO.- 


© Si f es continua en R y g es diferenciable en R, entonces: 
0,[f ./(/)<*] = ./(gU)).|r , (.r), xeR 


En efecto: Sea u = g(x) y aplicamos la regla de la cadena 

d f ?(jr) fj p u f!.. 

O v [f f(t)dt] = -^-[ f f(t)dt] = -^[\ f(t)dt]^~ 
iu dx J“ du J" dx 

= f(u)^- = J(g(x)).g’(x) 
dx 

© Con la hipótesis de (1) y con la suposición que h e diferenciable en R, entonees: 


/> v [f C<,) f (t)d/] = f(g(x)).g'(x)- fVi(x))Jt’(x) 

J/.(A ) 
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En efecio: Aplicando la propicdad (3) dc la íntegral dcfinida 


r>’ rir(v) rc( <) /•*(•' 

/(/)d/)= 1 (/)d( + f(/)d/ = f(t)di- f (t)dt. dcrivando 

J//| \> J(/ Jii Jíi 

E)jf f(/)d/]=D x [ f f(t)dt]-n K [ f fU)dl] por la partc (1) 

J/#( % ) Ji/ J#/ 


= /(xU))jf'U)- / (//(v)).//'(v) 

© Si f cs conlmua cn R. g diferenciablc cn R y »' conlinua cn R. cntonccs: 

f /(£<0).í,' , <f>í// = r ( °/(//)(/w . x € R 

Ju Jf!(u) 


J *!í( V) 

J{u)du entonccs H(a)=0 y 

K(a) 


lf'(x) = f(g(x)).g'{x) => f f (g(x)).g'(x)dt = f fl'(t)dt = ll(\)-II(a) 

Jti Ja 

dcdondc //(<)= f'/(íí(/))-íí'(/)///= V ( ) f(u)du 
Ji# Jeí«) 


2.8.4. SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCI LO.- 


Considcremos una función f continua cn [a.b] y sea F una función tal quc: 

F‘(x) = f(x) V x e [a.b] entonccs: f J(x)dx = F(x) ¡ =F(b)-F(a) 

fu / u 

Demostración 


Como F'( r) = / (v). V x g [a,b] entonccs por cl primer tcorctna fundamental dcl 

calculo sc lienc: F(x) = f / ( t)dt + c ... (1) 

J#/ 
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Si x = a entonces F(o)= f(i)dt + c = 0 + c => c = F(a) esto es aplicando la 
propiedad (5) de la integral defmida que reemplazando en (1) se tiene: 

F{x)=[ f(t)dt+F(a) ...(2) 

Ja 

Si x = b, reemplazamos cn (2) obteniendo: 


c h C h 

F(b)= \ f(t)dt + F(a) dedondesetienc: \ 1 (t)dt = F(b)-F(a) 

Jtí Ju 


como la variable de inlcgración t es independiente se concluyc: 

f f(x)dx = F(b) - F(a) 

*a 


OBSERVACION.- 

© En la evaluación de las integrales definidas la notación F(x) /* indica 
F(b) - F(a) es decir: J J (x)dx = J F'(x)dx = F(x )/* = (b) - F(a) 

© La formula J f(x)dx = F(b)-F(a) se conoce con el nombre de “Formula dc 

NEWTON — LEIBNITZ”, debido a quc estos dos iluslres matemáticos 
independientemente establecieron la relación cntre los conceptos de la dcrivada y 
la integral. 

© La difcrencia F(b) - F(a) no depende de la elccción de la antiderivada F, pucslo 
que todas las antiderivadas se diferencian en una constantc, la que se desaparece 
al efcctuar la difcrcncia, por lo que no es nccesario considerar la constante al 
hallar Ia antidcrivada. 

Ejcmplo.- Calcular la integral J J x — 31 dx 
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Solución 


Aplicando definición de valor absoluto: | x - 31= 


x-3 si x>3 
3-x si x<3 


Luego se tiene: [-2.5] = [-2,3] U [3,5] 


j* )a-3|<¿v = j* \x-3\dx+ J|x-3|rfx' = j* ^-(jc-3)rfv+J(x-3)rfv 



9 75 9 

--)-(-ó-2)] + [(y-15)-(--9)] 


9 25 9 ¿ fl 7 29 

= 17— +-6 = 11 + — = — 

2 2 2 2 2 



2.8.5, CAMBIO DE VARIABLE EN UNAINTEGRAL DEFINIDA.- | 


E1 calculo en la integral definida se puede simplificar mediante un cambio de variable, 
este criterio indicaremos en el siguiente teorema. 


TEOREMA.- Si f es continua en el intcrvalo [a.b] y si se reemplaza Ia variable de 

la integral x = g(t) donde g: [a.p]- > [a.b] tienc derivada 

continua en [a.p], con g(a) = a y g(P) = b, entonces: 


J(x)dx = f * f(g0)).g’(t )dt 

a Ja 


Demostracion 

Aplicando el primer y segundo teorema del calculo 


Sea F(y)= f J'(x)dx entonces F'(y) = f (y ), V y e [a,b] por la regla dc la 
Jtí 

cadena o derivada de la fünción compuesta. 

[F(g(0)] ,= F’(gU)).g'(t)= f(g(t)).g'(i) por lo tanio F(g(t)) cs Ia antiderivada dc 
/ (gU))g’U) enionces por el segundo teorema del calculo se tiene: 
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/Víí «M*'W* = (Hgm'd(gU)) = F(g( r» /’ 


= F(g(P» - F(g(a» = F(b> - F(a) = £/(x)ífe 


f f(x)dx= ( P f(g{t))g'(t)dt 

Ja Ja 


Ejemplo. 


Calcular la 


( 29 

integral j 


^/(jr -2) 2 ¿¿r 

3 + ^/(Jt - 2) 2 


Solución 


Sea z 3 =x -2 de donde íZx = 3z 2 ífe, además para x= 3; z= 1 y para x = 29, z = 3 



V(*-2) ; 

3 + - 2) 2 


dx 


-r 


3 z 2 3z 2 dz 


3 + z 1 


C 3 J*dz_ 
Ji 3 + z 2 


f 3 ? 9 z 3 9 z / 3 

= 3 J, (: “ 3+ PTi^' =í T" Jlt /3 arct8 /3 1 /1 

= ( 3 5 -9r + 9/3arctg4->/ J = 9/í<4) + 8 - 9/3 (4) = 8 + ^ rr 

OBSERVACION.- En la practica no es necesario tomar la íunción g(t) en forma 
explicita. puesto que ya esta habilitado a cambiar de variable en 
la integral indefinida, solamente se debe agregar para cambiar los limites de 
integracíón solamente se debe reemplazar la variable original x por los limites de 
integración correspondiente, obteniéndose los nuevos limites de integración. 


Ejemplo.- 


Calcular la integral definida 


r 2 xdx 
* (1 + x 2 ) 2 


Solución 
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Sea z = l + x => dz = 2x dx, ademas para x = I; z = 2 ypara x = 2; z = 5 

r 2 x dx = J_ r 2 _2 xdx_ = J_ hdz. = _ J_ / 5 _ _ J_ J_ _ J_ _ _3_ 

(1+x 2 ) 2 2 Ji (1 + x 2 ) 2 2 J 2 2r ' i 2 5 2 20 


Tx-\ 

Solución 

Cuando se hace un cambio de variable o una sustitución adecuada también es 
recomendable cambiar los límites de integración para facilitar los cálculos. 

Ahora hacemos el cálculo de la integral, sea x = z 2 => dx = 2z dz cambiando los 
límites de integración para: x = 4, se tiene z = 2; y para x = 9, se tiene z = 3 

r9 Jrdx d 7 rf 1 t 2 

ltr = I^T 2zrf2=2 I (z+1+ i^ ,&=2l T +z+,n|2 - ,|1 A 


Ejemplo.- Calcular la integral J* 



= 2[(|+3 + ín 2>~(| + T+ líl)]=?7 + 2 ln2 


Sea f una función continua sobre el intervalo [a,b], c e [a,bj ahora calcularemos el 
limite siguiente: 



para esto, definimos la función: 


G(.v) = j ’ f ( t)dt , para cada x € [a,b], donde G(0) = 0, G'(x) = f(x ), G’(c) = f (c) 


Luego el valor de E lo expresamos como: 
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E = lini —[C{x + h)-G(c)] y como E resulta diferenciable por el primer teorema 
h n) h 

fundaincntal cntonccs: E = lim — + — —= G' (c ) = / (c ) 

h >u h 


por lo tanlo: 



1 r 4 h di 

Eiemplo.- C'alcular el limitc lim — I -- 

i,M)hh i + / 2 


Solución 


Sea /'(/) = —entonces aplicando el caso especial 
0 +/") 


1 r 4 ** dí 1 1 

//77|-| = f(4) =-= — 

h,uhJ4 1 + / 2 1 + 16 17 


2.8.7 EJEMPLO OÉL tcr. V 2do. TEOREMA FLNDAMENTAL DEL CALCt'LO. 


© Hallar f(x) sabiendo que f es continua V x e R y j f(t)dt = x 6 + jc 4 + 3jc 2 


Solución 


Derivando ambos miembros de la ecuación dada se tiene: 


2jc / (x 2 - 1) = 6jc s + 4.V 1 + 6x , simplificando tenemos 


f(x 2 -1) = 3jv 4 +2jt 2 +3 =3(.v 2 -l) 2 +8(.v 2 -l) + 8 


J’(x) = 3.v _ +8.V + 8 


® c x 1-/ + C 

Hallai laderivadadelafunción y=l - -dt parax=l 

1 +/ + / 2 
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Solución 


Nos piden calcular v'(\)= — / primcramente calculamos su derivada con 

dx ' * i 

respecto a x. 

./ v dy r\ f' 1-/+/ 2 , l-,v+x 2 , . , 

y (x) = — = D y I -— —z-di =-7, anora cvaluamos en x = 1. 

dx J«i+/ + /- 1 +x+jc' 


dx / 1 + 1 + 1 3 


/(v) = I 


Hallar la derivada respecto a x de la función “y” dada cn forma implícita. 

í e dt+ ícos/ df = 0 
Jo Jo 

Solución 

Derivando con respecto a x, a la ecuación f e df = f cos i dt = 0 

Jo Jo 

v dv á\ . dy cosjc 

e — + cosy = 0 entonces — = — 


dx 


dx e y 


( 7 ) Hallar F'(jc) siendo: F(x) = f ( P - ——)dv 

w J2 J« l + / 2 +sen 2 / 


Solución 


Sea /(>•)= f'-=> /(.v)=f-7 

h 1 + /" +sen" f J* l+/“ 


r// 


+sen _ / 


Luego F(x)=f (f - - — —)dv=[f(v)d\> 

h h l + / 2 +sen 2 / ' J 2 

Como F(x) = f f(v)dv => F’(x)= f(x)=\ - - — — 

J2 Jx 1 + /- t sen ” / 
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© Hallar F'(x) si F(x) = f —- - - 

J -' 3 / 2 +9sen/ + 15 


Solución 


F(x) = í ^ —-—- = - í — ———-, derivando 

J ' 3 /' +9sen/ +15 ^ / _ +9sen/ + l5 


F(a) = - 


3jc 2 


x 6 +9senA / * +15 


© Hallar F'(x) si F(x)= f 

Jtí 


.sen.r 


arcsen / 


Solución 


f* 

F(x) = I 

Ja 


sen/ rft 


arcsen/ 


F'(x) = 


COS X COS X 


arcsen(senx) x 


Hallar laderivada D V (J* -Jl + t 4 dt + ^j\+t 4 dt) 


Solución 


••• F'(x) 


° 4 ^dt + [ -Jl+t 4 dt) = D x (-£ M+t 4 dt + 1 ' -Jl+t 4 dt) 


=^/T 


+ x 4 +2xVl+Jr 8 


(8) Si F(x) = í ^ ^l + v 3 rfv, hallar F' (x) 


Solución 


F(x) = £ ijl+y'dy = £ $jl+y'dy +£ tjl + y'dy 


cosx 

X 
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F(x) = -jj ^7^ + J ^jl+y* dv , derivando tenemos: 
F' (jc) = -3* 2 a/i +x g + 2 ca/i +x 6 


® Calcular //»/ j- [sen / dt - jj sen / ///] 


Solución 


1 f'* 1 f’ 

lim — [ I sen / d/ - I sen t dt] = lim - 
/, ♦() h Ji Ji /» >o 


Ísen/í//- j*sen/rf/ 


/, ♦(> h 




sen / <Y/ = sen a 


Un, j [ jj sen tdt- jj sen / ///] = 


senjc 


l f r ■> C^" i 

Calcular lim — [ I sen ~ tdt- I cos ~ tdt- x\ 

/,-♦)) h Ji Ji 


Solucién 


1 C X 2 f X+ * 1 

//>/—[ sen tdt-1 cos" /í//-jc] = 

/,-»() // Ji Ji 


1 f X 7 f r 7 f^ fc 7 

= //>/—[ sen"////+l cos"/í//+| cos"/í//-jc] 

/i-»() /i Jo Jo Jj 


1 fí , , r^h 7 

= lim —[ (sen - / + cos" t)dt - I cos" / ///- jc] 
/,->o h Jo J« 


i r r. r"* 7 . , .. i r r* 


///w}[p/+f' 

/i->0 /í Jo Ja 


l f r ‘" *> 

cos ■ tdt- x] = lim — [jc + cos“ / dt-x] 

fi J\ 


ir“ ’ 


lim — cos" / dt = cos" jc 
/,->» h 
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(n) Hallar f(2)si ^f(t)dt = x 2 (\+x) 


Solucién 


f f ( t)dt - x 2 (1 + x) derivando con respecto a x 

Jtí 


f(x)=2x+3x 2 => f(2) = 4 + 12 = 16 


f(2) = 16 


rfix) , 7 

Si t~dt =x~(\ + x). Hallarf(2) 
Jo 


í 


Soiución 


f(x) , 7 

t~dt = x~ (\ + x) derivando con respecto a x. 


f 2 (x)f'(x) = 2x+3x 2 integrando 


f (x) 2 3 

--!—1 — x + JC => 


/( x) = l]3íx 2 +jc 3 ) . evaluandoen x = 2 


/( 2 ) = ^ 3(4 + 8 ) =l]36 


/(2) = V36 


l^/ Si f(t) es una función continua en [a,b] y g(x) es una función diferenciable con valores 

r , d fs( x ) d 

en [a,b]. Demostrar que: — f(t)dt = f(g(x))—(g(x)) 

dx Ja dx 

Solucién 


Sea F(u) = f f(t)dt entonces F(g(x)) = f f(t)dt 

Ja J u 


rg{x) 

Luego derivando f(t)dt = F(g(x)) con respecto a x 

J u 

d rs(x) d d 

— f f(t)dt=—(F(g(x)) = F'(g(x)).—(g(x)) 
dx Ja dx dx 


...( 1 ) 
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como F(w)= [j(t)dt => F’(u)= f(u) 

*a 


F'(g(x))= f(g(x)) donde u = g(x) 


d f*w d 

ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: — f(t)dt= f(g(x)) — (g(x)) 

dx “ a dx 


( 2 ) 


^4) Calcular la integral | (2x 2 + 4x +1 )dx 


Solución 


Aplicando el segundo teorema fündamental del calculo. 


3 1 

[(Ix 1 +4x+\)dx = (—+2x 2 +x) / =(—+2 + 1) 
Jo 3 / 0 3 

^ 5 ) Calcular la integral | x 2 Vx 3 -1 dx 


- ( 0)=T 


Solución 


J[ 2 x 2 Vx T -l* = jj[ 2 (x 3 +1) 1/2 3 x 2 íéc = |(x 3 +1) 3/2 j 


= -(8 + l) 3/2 -- = -(27 + 2^2) 
9 9 9 


(Í6) Calcular la integral f , — — 
w J° x 2 +4x + 


Solución 


f -= f- ~ -= arctgíx + 2) / = arctg 3 - arctg 2 

J° x 2 +4x+5 J° (x + 2)" +1 /« 


(n) Calcular la integral £ — 


T/2 senxcos xdx 


a 1 cos 2 x + b 2 sen 2 x 
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Solución 

Sea z = a 2 cos 2 x + b 1 sen 2 x, diferenciando tcnemos: 

d: = (—2 í7 " sen x cos x + 2b~ sen x cos x)dx = 2(b -a~) sen x cos x dx 

ahora a la integral dada escribiremos así: 


J ,T - senjccosA í/v _ 1 f*'- ¿(t)~-a~ )sen.rcos > 

li ^ 7 P> 7 “ , 2 tT L 7 ■> TT 7 

0 a~ cos" x + b~ sen - a* 2 (b -a ) Ji) a cos - x + b~ scn" 


1 r T ' 2 2(b 2 -a 2 )sen.rcosA dx 


1 /*' 2 

—r-—ln |o 2 cos 2 x + b 1 scn 2 x| / 

2(b~-a~) /o 


= T , ['"» 2 - |n ‘ ,í ] = TT 1 T-' n Á 

2(b -a ) b~ -a~ o 


(l8) Calcular la integral ^ +X —dx 

Solución 

En esta integral hacemos una sustituqión y también cambiaremos los limites para 
facilitar los cálculos. (Por sustitución trigonométrica). 



además tg G = x, para 
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r -vl + v 2 f * /3 i f *' 3 

- : — dx = I cos ecO. sec ~ 6 dfí = I (cos ecO + tg 0. sec 6)dfí 

X Jn/4 Jn/A 

V »f' 3 2 1 

= (ln|—p-—pr [+2) 

«'4 V3 V3 


= (ln|V2 -11+V2) =2-V2-ln(V6-V3) 


© r« 


senjc dx 


Solución 


Haciendo 


( u =x 

dv = sen x dx 


du = dx 
v = — cos x 


J x sen x dx = -x cos x /” + f cos x dx = —x cos x T + sen .v /* 
0 '0 Jü '0 /0 


= —(—7T — 0) + (0 — 0) = n 


@ Calcular la integral J | x 2 + x - 61 dx 


Solución 


En el cálculo de integrales con un valor absoluto se debe determinar el signo de la 
expresión dentro de las barras, mediante el criterio del punto critico. (en caso que el 
integrando tenga más de un valor absoluto se define los valores absolutos) es decir: 

+ - + 

jc 2 +x-6 = (a +3)(x-2) T T 

" 0 ¿L 

Lucgo el criterio sobre el cual se realiza la integración se expresa en dos o más 
subintervalos, es decir: [-4,4] = [-4,-3] u [-3,2] \j [2,4] 



1 

x~ + x- 



f 2 f 4 

+ X — 61 dx + J |jc 2 +jc-6|*/x + J^ |x 2 + x-b\dx 
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= J^ (.v 2 +x-6)dx- J (jf 2 +x-6)dx+ J (x 2 +x-6)dx 

3 2 m-3 3 2 .*) 3 2 #4 

=<t + t- 6 x) /-'- ( t + t~ 6 x) /-, +( t + t- 6x) L 


Q 64 8 Q 

: [(-9+- + lS)-(~ + 8 + 24)J-[(| + 2-12)-(-9 + | + 18)]+ 


+[(y+8-24)-l(| + 2-12)J 


=[(9+|)-(-y+32)]-[(|-10)-(9+|)]+[(^-16)-(|-10)J 


= ( 61 + 9_ 8_9_, 56 109 

3 2 3 2 3 3 


2t) Calcular la integral f | x + * I dx 

J-2 x+fi 


x + 6 


Solucién 


De acuerdo al comentario del problema (20) determinaremos el signo de ia expresión 

x +1 

- mediante el criterio de los puntos críticos. 

x + 6 


-6 -1 

Luego [-2,4] = [-2,-1] <u [-1,4] 


f a |^l|<fc=f , |itl|*+f ‘\^±\dx = ['^-dx*(^-dx 

J-2 x + 6 J-2 x + 6 J-i x+6 J 2x + 6 J ix + 6 



5 

x+6 




= -(x-51nJx + 6|)/ ^ + íx-SlnJx+ól)/^ 
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= -[(-1 - 51n5) - (-2 - 51n4)] + [(4 - 51nl 0) - (-1 - 51n5)] 

= -[l + 5In—] + 5 + 51n— =4-51n(-) 

5 10 8 


(22) Calcularlaintegral J [\2x\]dx 

Solución 


Sea z = 2x 



además para x = -l ; z = -2 


x = 2; z = 4 


£[|2*|]«fe = -ijf [M]<fc = 

=I[J ‘[| r \\dz + J°[| W: + J‘[| z IJífc + J[| -- IR- + J)| z 0 * + Jfl.- \W\ 

= IC - 2 * + * + £° * + í* + Jt 2 * + X 3 


= i[-2-l + 0 + l+2 + 3] = | 


(23) Calcular la integral J ^ ([| x |] + [| x + ^ j]) dx 


Solución 


x e [-1,0> 


-1 <x < 0 


-iíx+i 

2 2 



tl*|] = -l 

'tu + i|]=0 


x e [0,1> => 


0 <x < 1 


1 

<x + 



[UI]=o 
[|.'C + i|]=I 
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x e [l,2> => 


x e [2,3> => 


1 < x<2 

3 15 

— < jc + — < — 

2 2 2 


2 < jc <3 

5 17 

— < jc + — < — 

12 2 2 


p|] = l 

p + |l] = 2 

[Ul] = 2 

[U +jl] = 3 


J ^([I x |] + [|x + \])dx = J (-1 + 0)dx + £(0 + l)rfc + (1 + 2)dx + J^(2 + 3)c£c 


= J - í£c + J dx + J 3 dx + J 5 dx 


-<0 + l) + (1 —0) + (6 — 3) + (15 —10) =— 1 + 1 + 3 + 5 = 8 


(24) Calcular la integral J 


1 x 1 -3jc 5 +7x 3 -x 


cos 2 X 


dx 


Solución 


Cuando la integración se realiza sobre un intervalo de la forma [-a,a] se debe ver si la 
función es par o impar es decir: 


f(x) = 


x 7 -3jc 5 +7jc 3 —x 


COS" JC 




x 1 -3x 5 +7x 3 -jc 
cos 2 X 


= -f(x) 


Luego como f(—x) = —f(x) la función es impar entonces por la propiedad (13) se tiene: 


í 


* x 1 -3jc 5 +7a 3 -x 

1 cos 2 x 


dx = 0 


25) Calcular 


la imegra] 

Jn,e ^J\gX +^jc tgX 


Solución 
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Sea r = — - x 
2 


dx = -dz para 


n 

x = — 
6 

n 

x =— 
3 


n 

J 

n 

J 


, reemplazando se tiene: 


J >7T /3 


Jtgx dx 


r«“/3 


¿Jlgx+Jctgx 


1t¡ 


1 

lg(y-r)<t 

í 7T 


n/tg(—- 

--) +jc tg(--z) 

V 2 

V 2 

«r/3 

Jctgxdx 


f*' 3 Jctgzdz _ 

===== = ~¡=— ,- , (z =x) 

n Jki6 Jtgz +Jclgz 


JigJ + Jctg. 


16 sfigx + sfij&x * n/6 JtgX + ‘\fcig A' 


...( 1 ) 


Sumando ambos 


. f*/3 -Jtgx dx 

miembros de la ecuacion (1) la integral . — . 

Jn/6 Jtgx +^jctgx 


es decir: 


[ n ‘ 3 Jtgxdx 1 

r* /3 Jtgxdx + | 

r^'3 -Jctgxdx 

Jn/6 Jlgx+JctgX J 

' n/6 Jtgx + Jctgx ' 

n/6 Jtgx +Jc tgx 


rn/iJigx +Jclgx f*/3 n n n 

I . — . . <fce = dx =-= — 

Jn/6 Jtgx+Jctgx J * 16 3 6 6 


r«/3 -Jtgxdx _ n 
Jn/6 Jtgx +Jctgx 12 


(2ó) Calcular la integral J 


e senx dx 


e c <* x +e * m * 


Solución 


Sea r =--x 
2 


dx = — dz, para 


x =0 


n 

x = — 


_ /r 

"7 
= 0 


, reemplazando se tiene: 
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í 


*' 2 e senx dx 


m cos.t , sen .x 

{> e + e 


-r 


sen(^-z) 

? 1 dz 


71 ! 2 sen(— z) cos(— z) 

e 2 + e 1 


-í 


n /2 e cosz d= 


„senz , „cos z 

e +e 


, (z = x) 


*' 2 e cos Vx r /2 e cosx dx 


J ‘m¿ e — dx f* 
-= 

o e smx +e cosx Jo 


„senx . „cosjt 

e +e 


, ahora sumando a ambos 


fn > 2 ^ sefl ■' ^ 

miembros de la ecuación la inieural - 

J 0 ^senr + 


es decir: 


2 Í 

Jo 


«' 2 e senx dx r i2 e SCDX dx C*' 2 e cosx dx 


e senx +e™ 


_ = (T^dx { r e dx 

* Jo £ senr + e cosjr Jo e senx +e cosx 


ifc 


m 2 e senx dx C n ' 2 e senx +e cos ' r f!tl1 


e +e 


= f --—- dx = \dx = - 

Jo e seDX +e cosx J ( > 2 


í 


* 12 e seDX dx n 


'o e senJC +e COSJt 4 


n , , . . . , f* xsenjr dx 

Calcular la mtegral -— 

Jü 1 + COS‘X 


Solución 


Aplicando la propiedad £/(jc)c£c = £/(a -x)dx 


J ' n x sen x dx _ r n (n - jc) sen(/r - x) _ r n {n - x) se 
0 1 + COS” JC J° l + cos 2 (7r-x) J° 1 + cos 2 


n (/r-x)senx 


dx 


(n-x) 


f 71 x sen x dx _ 

r* senx dx 

f n x sen x dx 

J° 1 + COS 2 X • 

1 + cos 2 x • 

'° 1 + cos 2 X 


. r * x sen x dx , . I n , , , n tt n 2 

2 - — = -n arctg(cosx) / = -7r(arctg(-l) - arctgO» = -n{—- —-) = — 

Jü 1 + cos 2 x / 0 4 4 2 
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í 


* x sen x dx n~ 


• • I *y 

Jv 1 + cos"jc 4 


® Si f(/'U)+ f"’(x))cosxdx = 9 y /"(0) = 7. Hallar /*(-) 
Jo 2 


Solución 


f?r/2 i»;r¿2 

I (A'U)+ / ”(x))cosxdx= I /(x)cosjcrfjc+ I /’"(j:)cosA:rfj: 
Jo ‘ Jo‘ Jo' 

J »ff / 2 

/(a) cos jc í/a por partes: 
o 


f w = /’(x) 
rfv = COSJC c/x 


íc/w = f"{x)dx 
\v = sen jc 


pitll ^/2 *it¡l 

J f'{x) cos jc dx = sen x /'(Jf) / 0 —J /** (jc) sen jc dx 

rn¡2 

ahora calculamos la integral J /'" (jc) cos jc dx por partes: 

( w = cosjc Jdu=- 

dv = f"’(x)dx ^ |v = /" 


= -senxdx 

(x) 


r n/2 ,ir/2 

J^ JT "(x) cos x dx = cos jc f'' (jc) / o + J /" (jc) sen x dx 


£/' ’' (jc) cos x dx = -f' ' (0) + £/'" (jc) sen x dx 


n, 2 


reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene: 


/' (y) - £/" (jc) sen xdx-f"(0) + £/'' (jc) sen xdx= 9 


,n. 


( 1 ) 


( 2 ) 


- ( 3 ) 


/(-)-7=9 


,n. 
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( 29 ) Calcular la integral J 


| x | dx 


f, 


| x\dx 


=f, 


2[|jc|]x + 20 

Solución 

\x\dx 


í 


x | dx 


2[|jc|]jc + 20 J-i2[|a|]jc + 20 **2[|jc|]jc + 20 

| x | dx 


f 


+ 


1 2[| jc |]jc + 20 J2 2[|x|].v + 20 


f'- 

J2 2| 


j x | dx 


f° -x dx { 

>l x dx r 

- x dx f 

' 3 x dx 

J 1 -2jc + 20 + J 

0 20 + Ji 

1 2a + 20 + J: 

2 4x + 20 


1 r\, 10 u r 1 . 1 r 2 n 10 .. 1 r 3 1 5 _ 

2 J 1 x-10 Jo 20 2 Ji A-10 4 J 2 x + 5 


1 2 1 

:-(Ar + 10ln|x-10|)/° 1 + 2_4 + i(x-101n|x + 10|)/| + 


+ -(x-51n|x + 5|)/ 3 


,, 10 1 1 1, 11 1 5, 7 51 ,, 5 5, 7 

51n— + —+ — + —+ 51n— + —+—ln— = — + 51n— + — ln— 
11 2 40 2 12 4 4 8 40 6 4 8 


30) Sean f y g dos funciones integrables sobre [a,b], pruebe la desigualdad de 

CAUCHY — SCHWARZ.: ( (fW.gWdx) 1 < ( fixfdx.Cg(x) 2 dx 

Ja Ja Ja 

Solución 


Para todo real X se tiene I (/(x) + Ag(jc)) dx > 0 

Ja 

f f(x) 2 dx + 2?Xf (x)g(x)dx + X 2 f g(x) 2 dx >0 

Ja Ju Ja 

Sea A 2 - ^ f(x) 2 dx, B 1 = f g(x) 2 dx, C = f f(x).g(x)dx 

Ja Ja Ja 


• 0) 

• ( 2 ) 
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Reemplazando (2) en (1) se tiene: A 2 + 2 Ác + Á 2 B 2 > 0 


...(3) 


, 2 C A 2 

a la ecuación (3) se expresa asi: A~ + -— A+— > 0. completando cuadrados 

B 2 B 2 


. 2 2C C 1 A 2 C 2 . 
A +—A + —- + — -> 0 

F 2 B 1 B a 


.. C 2 /l 2 C 2 

(A + ——) +— -— > 0 

fi 2 5 2 fi 4 


... (4) 


ahora (4) es cierto sí y solo si 


. A 2 C 2 


B 2 B a 


>0 


A 2 B 2 -C 2 > 0 dedonde C 2 <A l B 


2 ^ a 2 d 2 


porlotanto: (\f{x).g{x)dx) 2 <\ f(x) 2 dx\ g(x) 2 dx 

Ja Ja J a 


2.9 

EJERCICIOS PROPUESTOS.- | 

I. 

Calcular F'(x) siendo: 


© 

F(x) = f e ln/ dt 

Jo 

Rpta. F' (jc) = e x Inx 

© 

f * 4 

F(x) = J^senh 1 dt 

Rpta. F' (4jc) = 4jc 3 senh(jc 4 ) 

© 

F(x) = j 5 Jl + t A dt 

Rpta. F’(*) = -Vl + x 4 

© 

F(x) = f ' •Jl+t'dt 

Rpta. F'(jc) = Ix^jl + x* 

© 

m-r* 

J -x\ + / - 

7 

Rpta. F'(x)= -— 

1 + Jt“ 
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© 

© 

© 


F( X ) = J'*cosh(2r +Ddt 

«,,-rtóA 

J« 1 +/“ 

F(x) = sen( f sen( f sen 3 1 dt)dv) 
Jo Jo 


Rpta. F' (jc) = 2 cosh(8x 2 +1) 


Rpta. F'(x) = 


Ja 1 + t ¿ 


Rpta. F'íxJ^cosf f sen(f sen 3 tdt)d\.scn( f sen 3 / dt)) 

Jo Jo ' Jo 


r 3 __*_ . 

(9) F(x) = f “ t +scn2/ -— r — Rpta. F’(x) = 

w 1 + sen 2 í 


F(x) = r (—^- + VÑV )í// 

J' 3/ + / 2 


3jc J 


(1 + sen 2 -v 3 )[1 + ( f -^-) 2 ] 

J° 1 + scn 2 / 


Rpta. F’(a)= * ~ 3 *,~ 6 +Vl + x 4 -3.rVl + x 12 

jr(x + 3)(x“ +3) 


© 

F(x)=\ 

f 2 * sen / dt 
‘o 1 

Rpta. F'(x) = SGn2x 

X 

© 

F(x) = J 

r'üiírf, 

'2 / 

Rpta. F'(x)= — 
e x 

© 

F(x) = J 

íjn/ dl 

x 2 

Rpta. F' (x) = ~4x lnx 

© 

FW=J 

[ ln 2 / dt 

Rpta. F'(x) = 2xln 2 x 2 -ln' x 

© 

F(x)=J 

[ (cos/ + / 2 )rf/ 

sen x 



Rpta. 

F’ (x) = 2x(cos x 2 + x 4 ) 

- (cos(sen x) + sen 2 x) cos x 
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© 

F(x) = | 

PtVW' 

»0 

© 

/•(Jt) = 1 

r* 3 c/r 

1 + sen 2 / 

© 

F(x)= j 

r" rf/ 

’.v l-/-sen/ 

© 

) =J 

r ft dt 

SH1A 1 + cos 2 / 

© 

/•(*) =J 

r h x dt 

" 2 + / 3 — c tg 2 / 


@ 

F( T) = 

r* 2 c// 

' 3 l + sen fi / + / 2 

© 

F(x) = 

r l e x dt 

~ 1 + / 2 

© 

F( x) = 

r‘8* dt 

1-3 l-tg 2 / 

© 

F( T)=J 

r v t 2 c// 

1-2 t g/ 2 

© 

™=J 

• f sec 3 xdx 2 

VI l-T 3 

© 

F(x) = 

r.tjr 


Rpta. F'(x) = 2x íV (t)dt + jc 2 f(x) 

JO 


Rpta. F'(x) 


3x ¿ 


1 + sen ~ jc 


2 „3 


Rpta. F' (jc) = 


1 


senjc + x-1 


Rpta. F'(jc) 


-COSJC 


l + cos 2 (senx) 


Rpta. r W =(*-—*-— 

Ja 2 + r -ctg / 


Rpta. F' (x) = 


2x 


i 6 2 4 

l + sen x + x 


Rpta. F'(x)= SCq2 * =1 
1 + tg 2 / 


Rpta. F'( jc)= 

l-tg-(tgjc) 


dt x ¿ 


Rpta. F'(x) = 2x f ' -^r+ 

«1-2 tp/ z 


tg/ tg X 


Rpta . = 


2 c/x 


3V/ J VI 1 -jc 3 


Rpta. F"(x) = 4jcC-\/l — (2 + jc 2 ) 2 -^l-Jc 4 ] 


§> 


dt 


Rpta. F'(x) = 


2tgjc 2jcsen(l + jc 2 ) 


sen 2jc 


1 + .t 2 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


F(x) = f tJÍ + v 3 dy Rpta. F'(x) = x[3x^j 1 + x y - 2^1 + x 6 ] 


Sea f una función continua V x que cumple la relación: 


j f(t)dt = -^-+xsen2x + y cos2jr+x 2 , calcular f(~) y 

4 


Rpta. /(^) = y. 

./( 7 ) 

4 

= 2-n 

Calcular F'(—) si F(x) = f* x arcsen(— )dt y g(x) = 
2 Jx x « 

f (sen/ + 1 cos t)dt 

10 

Rpta. 0 



Si fescontinuay x A = f (f(t))*dt+llx. Hallar f(3) 

Jo 

Rpta. 

f(3)=Wl 

Si f f(t)dt = g(x) y /(*)=-•§— Hallar g(x) 

J3 1 + x 

Rpta. 

g(x) = -x + c 

i-.r 2 +4jt 

Si \f(t)dt = 2jc + 3 Hallar f(12) 

Rpta. 

/02) = 1 

r 1 1 

j cigx f(t)dt = — ln | sec2x + tg2x | . Hallar /(y) 

Rpta. 

1 

4—n 2 

f sen -V .- 

Si j^/(/)rfí = -2/l-senjc , Hallar f(x) 

Rpta. 


Si jj(t)dt = g(x) y f(x) = J\-x 2 , Hallar g(n) 

Rpta. 

71 — 1 

fC°sx tp x 1 

Si f J(t)dt = x s , hallar /( ) 

2 • 2 

Rpta. 

2^3 

3 
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© 


Una ñinción g defmida para todo número real positivo satisface las dos condiciones 
siguientes: g(l)=l y g'(jc 2 ) = jc 3 ,V x > 0, Calcular g(4) 





Rpta. 

g( 4) = y- 

© 

s¡ j 

\* f(t)dt — x 2 (\+x) Hallar f(2) 

tof 

Rpta. 

2 + 3^2 

2 

© 

Sea 

f(t)=^4+t 2 + \ -jÉL , sisedefme H(x) = 
J-2 V4 + u 2 

\ X J(t)dt. 



Calcular D 2 H(x) parax=l. 

Rpta. 

2 

@ 

s¡ j 

\r f(t)dt = 4x+JS. Hallar f(17) 

'V3‘ 

Rpta. 

I 

32 


Sea f una función derivable tal que /(0) = /'(0) = 0 se define las funciones. 


g(x)= í f(u)u, H(x) = f ? f(t)dt. Hallar D 2 H(x) parax = 0 
Jo‘ J-g(x) 

Rpta. 200 

Si í 31 f(t)dt — ——+ ax, Hallar el valor o valores de a para que f(—) = — 
Jo ax 4 3 


Rpta. a = -2 ó 1 

_ t h 2x dx r i+bI dt 

Demuestre que: I -— = I — 

J a x* Jl-f a 2 t 

Si /(/) = / + £ Vl-w 2 du ; H(x) = | ^ f(t)dt entonces D 2 H(x). Rpta. 0 

Demostrar que si f es continua. entonces: [f(u)(x-u)du = [([f(t))du sugerencia 

considerar F(x) = [f(u)(x-u)du después derivar F'(x) - [f(u)du enseguida 
hallar un antiderivada y calcular la constante de integración calcular F(0). 
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^9) Aplicando el ejercicio (18), demostrar que: 

^f{u){x-u)du = 2| (£ (£' f{t)dt)du x )du 2 


Si 


! »arcsen(cos jr> 


11 - sen x 


f/iu dt r a 

H{x)=\ ,—en donde f{$ent)dt=^¡- - y 

JcUífl Vl .r 2 )/ 2 J^r 


-sjg{t)dt = -Vl - cos x . Hallar H’{x) 


1 + sen x 

Rpta. H'{x) = -A- 
x 


Sea f una funcion derivable tal que /(0) = /*(0) = a , se define las siguientes 

rg{x) 

f{u)du ; //(y)= b f{t)dt donde “a”, “b” son constantes. 
0 ' Jo 


Calcular H'{\) para x = 0. 


Rpta. H'{0) = a z b 


22) Existe una función f definida y continua V x e R que satisface una ecuación de la 

x 1 ^16 ^lft 

forma [ f{t)dt= [ t 2 f{t)dt + — —+—— \-c , donde c es una constante. Encontrar 
Jo Jx 8 9 

una fórmula explicita para f(x) y hallar el valor de la constante c. 


Rpta. F{x) = 2x 15 ; c = ~ 


(S) Si 0 < a < jc < — , Calcular £>*{f[—+ f- d —]dí} 
v “' 2 Ja t Jí 1 + cosu 


n 

en x = — 
4 


Rpta. 


8(tt-2) 


-2 + ^2 


n " 


( 24 ) Sea f una íunción derivable /(1) = /'(1) = /"(1) = 1 se define la función: 

rfO r) 

G(x) = x f{u)du . Hallar la segunda derivada de G en el punto x = 1. 

*0 


Rpta. G"(l) = 4 
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@ fX+X 2 i 

Si F(x) = J , T r dí, calcular F(x), F’(I) 


Rpta. F'(x) = -x.2~ x * ¿x +(\ + 2x)2~ l ** x ~ r ; f”(l) = - 


29 

16 


(2ó) Sea F(x) = T 2 f(t)dt, donde f: 1 —> R es una fiinción continua y <p x ,<p 2 ‘. 


son íunciones derivables. Probar que: F'(x) = / (<p 2 (x))<p' 2 0 c) -/(^ (x))j</>{ (jc) 


rdt dt 


© Calcular el limite lim — (x - f - — [ 

h—>{) h JO 1 + / 2 JO 


1 + C 


1 rfn /2-8A 

Calcular lim — J _ sen (t )dt 

h-> 0 /j J/r /2+7A 


1 


Rpta.-- 

1 + x~ 


Rpta. 


15 


& 


© Calcular lim-(x-[ sen 2 tdt-[ cos 1 1 dt) Rpta. 1 

h -+0 h JO Jo 


© 

© 

© 

65 ) 


J »senx .- 

V¡g7rf» 

caicuiar nm 


h -+o ftgjr 


f -Jsen/ <// 

Jo 


J .- 8 A , 

sec t~dt 

6 /, 


Rpta. 1 


Rpta. -14 


4 

Si f(x) es continua en [0,3] calcular lim [ l h f(t)dt Rpta. f(2) 

A—»0 J 2 

Sea f una fimción continua. Se define las fiinciones siguientes: 

Z/(/)=/ 3 +f f 2 (u)du , C(x)=f x 2 tí(t)dt. 

Jo' Jo 

f 1 ? 

Hallar la segunda derivada de G en el punto x = 1 si I f~ (u)du = a 

Jo 


Rpta. G"(l) = —(15 + &7) 

2 


J ->1 
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© 


© 


Usando el criterio de la segunda derivada compruebe que la función defmida por: 
dt 


Í - r * 
-x 2 -l 


í 


l‘ +/ 2 +1 


, alcanza su valor minimo en x = 0. 


Calcular 


DyF ( y ) para y = 2 

g(x) = (-l+x) in + f - — - - 

(-!+//)' 3 


donde 


fi +4y 

F(y) = g(x)dx y 

J 1- 4 y 


Rpta. D;F(2) = 


32 


36) Encontrar una función f(x) y un valor de la constante c, tal que: 


f 


t f(t)dt = senjc-Jccosjr-, Vx 

2 


Rpta. f(x) = senx — 1 , c = 0 


Sea f una función continua sobre <-qo,qo>, tal que /(1) = /’(1) = 1, se define 

r 3 1 

//(*) = J (x 2 -a)f(t)dt sabiendo que ^f(t)dt=%a. Calcular H"( 1). 

Rpta. H"(\) = 21 + a 

® r x 1 + sen t 

Dada la función ffx) definida para todo x por la fórmula f(x)= 3+ I -— , 

Jo 2 + t 2 

hallar las constantes “a”, “b” y “c” del polinomio cuadrático P(x) = a + bx+cx 2 
sabiendo que: P(0) = f(0), P f (0) = /'(0), P"(0) = f"(0 ). 

Rpta. a = 3, fc = ^-, c = ~ 

^9) Sea f una función contínua en R, y F(x) = J / (u)(x-u) z du , x e R. Hallar 
F"(x) en su forma mas simplificada. 

(40) Si f es periódica de período P continua en R se defme G(x) = ^ f(t)dl . Demostrar 
que: 

a) Si f es impar G es una función par. b) G(x + p) = G(x) + G(p) 
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( 4 ?) Probar que si x > 1 , lnx = J — - < J —■ = 2(-Jx - 1 ). 

( 42 ) Pruebe que si / (x) = J f(t)dt , V x entonces f(x) = 0, V x. 

Demostrar que si H es continua F y G derivables J(x) = H(i)dt entonces 
J'(x) = H(G(x))G'(x)-H(F(x))F'(x ). 


( 44 ) DadoF(jr) =| y si H(x) = f F(x)dx . ¿En qué puntos es H'(x) = F(x) ? 

1 si jc > 1 Jo 


Sea f una íunción real, biyectiva, creciente y derivable, se define 

f/W 

I(x) = I / (t)dt , V x e R. Demostrar que si a < b, entonces 3 c e [a,b] tal que 

3a 

J(b)-I(a) 


c = 


m-f(a) 


(4ó) Sea f una función contmua en [ 1 ,+*>, con f(x) > 0, V x > 1 sí: 

F(x) = ! X f(t)dt < (f(x)) 2 , x > 1. 

( 47 ) Sea f una función continua en [0,+«», con f(x) * 0, V x > 0, Demostrar que sí 
[f(x)] 2 = 2ff(t)dt , V x > 0 entonces f(x) = x, V x > 0. 

( 48 ) Pruebe que si f(x) es derivable y f'(x) = c f(x ), V x entonces existe un número K tal 
que / (x) = ke cx , V x. 


® f tg* / F 1 ** 1 

Demostrar la siguiente igualdad: I -- dt + I - — dt = 1 

Jl/e 1 +/ 2 Jl/e t(l+t 2 ) 
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50) Sea f(x) una función positiva continua. Demostrar que la función <p(x) — 


@ 

(52) 


f 

Jo 


f x mdt 

JO 


es creciente para x > 1. 


Hallar todos los valores de x > 0 para los que f [| 1 1] 2 dt = 2(x - 1) 

Jo 

Sea f una función derivable en <-cc,oo>, tal que /(1) = /'(1) = 1 se define las 

siguientes funciones II(x) = +jc 3 + f /( f(t)dt y G(x) = f H(u)du . Hallar 

Jf(x) Ji 


D~H(x), parax = 1. 


1 14 ^ 

a) Probar que -= 1 - u + u 2 -(la división puede continuar) 

1 + t/ 1 + u 


J ' x dt 

—, hacer la sustitución t = 1+ u. dt = du y hacer el 
1 / 

- . 

0 1 + u 

f -T-l , H 3 

c) Combinar los resultados de a) y b) para obtener lnx=l (1 -u+u - )du 

Jo 1 + u 

ólnx = (x-l)—-(x-1) 2 + — (x—l) 3 —R donde R = f du . 

2 3 Jo l + u 

d) Probar que six>l y 0 < u < x — 1, entonces — — <u 3 , deducir que 


1 +u 


f 1 '! 

R < I u 
Jo 




III. Aplicando el teorema fundamental del cálculo. calcular las siguientes integrales 
definidas: 
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© 

L* ld * 

Rpta. 18 

® 

|^(5x 4 -4x*)dx 

Rpta. 2 

© 

f 1 xdx 

Rpta. — 

16 

•l ( >(x 2 +l) 3 

© 

J (3x 2 -4x + 2 )dx 

Rpta. 11 

© 

<N 

H 

1 

K 

0 ^CN 

Rpta. -8 

© 

f 2 x 3 +2x 2 +x + 4 , 

2 dX 

Jl (x + 1) 2 

13 

Rpta. — 

6 

© 

r 1 x*dx 

J-ix + 2 

Rpta. -^-81n3 

® 

f 1 (x 2 + 2x)dx 

0 Vx 3 +3x 2 +4 

Rpta. 2-3/2 

© 

f'* 5+1 ,fa 

Jo x + l 

Rpta. — 

6 

© 

f(V¡r-j_+^) 

o * 6215 

Rpta. —— 

12 

© 

f 3 xe x dx 

J° (1+x) 2 

Rpta. —-1 

4 

© 

j](x-lK3x-l)|<fa 

n * 62 

Rpta. —■ 

27 
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© J 

[jjc-31 dx 

Rpta. 

29 

2 

© 

fl 5X ~]° - \dx 

Rpta. 

1.33685 

w J 

'3 (2-jc)(x 2 +1) 


© J 

[lcosxjcíc 

Rpta. 

2 

© J 

[jx-2| dx 

Rpta. 

20 

© J 

[ 3 ^/3+|x| dx 

Rpta. 

8V6-4^3 

© J 

[^|xj -xdx 

Rpta. 

2^Í2 

3 

© J 

C 1 xdx 

Li l+|x| 

Rpta. 

0 

© J 

fi x+ ii* 

' 2 X+6 

Rpta. 

5 + 5 ln(|) 

© J 

[ |x 3 -4x|í/x 

Rpta. 

116 

© J 

[ ^lx-21 3 dx 

Rpta. 

313 

2 

© J 

[ 2 x|x-3|c¿c 

Rpta. 

16 

3 

© J 

<+ £ 

l 1 

— m 
"2_' 

Rpta. 

6 + 3 ln 7 

© J 

'-3 x 1 -25 

Rpta. 

■Js 2 













Eduardo Espinoza Rantos 


360 


© 

J(| sen jc ] +x)dx 

Rpta. 4 + 2/r 2 

@ 

en!7 

J | sen x - cos x \ dx 

Rpta. 2V2-2 

© 

j’[|Ar|]<fa 

Rpta. 2 


J 5 [|i + I|]<í>r 

Rpta. 4 

© 

\ [\-x\]dx 

Rpta. -3 

© 

f 25 |x-[|jc|]|rfx 

J-l.5 

Rpta. 2 

© 

J‘[|x|]sen^<fa 

„ . 30 

Rpta. — 
n 

© 

J 5 3 (|4-x 2 |+n4-x 2 |])<fa 

Rpta. 

© 

j’[|^l]<* 

Rpta. 13 

© 

J |x 2 -4x-12|<*t 

Rpta. 104 

© 

dx 

J4 r 2 

l + [l^-|] 

4 

r ^A 

Rpta. -i(2^2+V3) 
6 

® 

J o J\x-l\-t{\x-2\]dx 

r 7 

Rpta. 3 

© 

J J\2x-\\-[\x\}dx 

Rpta. 2^3 
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© 

[%19-x 2 \-x 2 )dx 

„ x 11 

Rpta. — 

© 

[ ^(x+iyJx+3 dx 

« 46 

Rpta. — 

15 

© . 

í sen 2 /nrcos 2 nx dx 
lo 

„ 1 

Rpta. — 

© j 

f 1 ^Aj 

sen (— )dx 

lo 2 

„ 4 

Rpta. — 

3n 

® j 

r n/ - , , 

sen jccos xdx 
lo 

Rpta. — 

12 

© J 

r*' 4 i 

tg jt rft 
!o 

„ 1 1, , 

Rpta.-ln2 

2 2 

© J 

pw/2 

(sen.r-cosjr)rfx 

lo 

Rpta. 0 

© J 

r n/2 1 

(—+cos x)dx 
lo 2 

Rpta. —+1 

4 

© J 

** /4 ,jtsenjr . 

( , )dx 

0 cos 3 X 

« n 1 

Rpta.- 

4 2 

© J 

" o xig(x-x 3 )dx 

Rpta. -1 

© J 

» n 

xsig(cosx)dx 

0 

Rpta. -* 

@ J 

■V 2 J\x 2 — 2jc — 3|(jt — 1) 

_ 7 dx 

-G [1 x 3 + 11] 

Rpta. --[8+(l + 2^/2) 
6 

© 

' n ' 4 sec 2 jttex . 

—==^=dx 

0 V2 + sec 2 Jt 

Rpta. 2-j3 


(2V2-1) 3 ' 5 ] 
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© í?™ 


sen 2jc cos 4x dx 


InfS dQ 


© \ K - 

W Jo 5 + 


4cos0 


(55) J sec 3 jrtg 5 x dx 


® r-* 

v - y Jo 3 + 


cos2jc 


© 1 


* /3 cos2jc-1 


cos 2x +1 


dx 


© í 


9n ‘ 4 sen jc dx 


x* 4 cos 2 jc-cosjc+4 


í 


n/1 cosjc dx 
lo l+sen 2 jc 


f 


2/senf 2 cos t 2 dt 


i 


'*' 4 COS 3 X 
- n/1 \[se njc 


dx 


Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 


2+3^3 

24 


n 

~9 

856 

105 

^fln 

_ 




7 + W2 
7-3^2 


I 


n 

~4 


sen 2 ;r 2 
2 

3 4V2-V4 
8 4 


© í Vcosjc-cos 3 jc dx 

J-n/2 


Rpta. 


4 

3 



*2in 

JUn 


P7ll 2 

Jo 


—sen— dx 
x 2 


dx 


senjc+cosjc+2 


Rpta. 1 


Rpta. 


arctg(-^=) 



















363 


Integral Definida 


© 

r* /2 dx 

Rpta. 

-Jl ln(-sf2 +1) 


lo senjt+cosjt 


■ 

(D 

f*/2 

sen 5 jc cos 3jc dx 

lo 

Rpta. 

1 

2 

• 

© 

rn/2 - 

(l + sen6) 2 d6 

lo 

Rpta. 

20 35tt 

3 + 16 

® J 

r/r/3 

rtgxln(senjt)í¿r 

»7T/4 

Rpta. 

|[<ln<|)) 2 -<ln(^)) 2 ] 

© 

■ _ 

f arctg(-\/x)í¿x 
lo 

Rpta. 

£-1 

2 

© j 

r 1/2 jtarcsenx dx 

Rpta. 

1 n-J 3 


2 12 

© j 

r n 7 

e~ x senx dx 
!o 

Rpta. 

e 2n +\ 

5 

© J 

fxlnx dx 

Rpta. 

ln4—— 

4 

© J 

r 

'V2/2 x 2 

Rpta. 

1-* 

4 

© J 

flx(l+x 2 ) l/2 dx 

0 

Rpta. 

2(2^2-1) 

3 

© J 

• 2 x 5 dx 

Rpta. 

8 

0(l+x 5 ) 3 ' 2 

9 

© J 

JC 7 ÍÍI 

Rpta. 

3^2-4 

0 (1+Jt 4 ) 3 ' 2 

4 
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© 

© 


í'jr'íl-jVdx 

Jíl 

í'x'(l-x 2 ) ,l2 dx 

Jo 

rfi x 9 dx 

Jo (1+.T 5 ) 3 


Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 


128 

5967 

2 n 
256 

2 

45 


® f 


dx 


jc(l + ln 2 jc) 


Rpta. — 


£ 


(x-\) 


2 -J? -4x+3 


dx 


Rpta. ln ¿itjjL)+ 242-4^5 
4-^15 


© r 


dx 


x 2 +3jc + 4 


2 2 a/7 

Rpta. — (-y/7 arctg 4? - arctg-) 

7 7 




J * ,/2 3arcsenjc 

0 -Jl-x 2 


dx 


Rpía. i- 


® r'—^ 

^ Joír + lt 2 


(jc+1) 2 (jc 2 +1) 


Rpta. 


n-2 

8 


(Í^) £ (jc 2 + 4xh/jc 3 +6jc 2 +1 dr 


Rpta. — (8-^/8 -1) 


í 


dx 


4 V-JC 2 — 6jc — 5 


Rpta. 


7T 


© 1 


3 (2jc 3 +18Mr 
(jc-3)(jc 2 +9) 


* 55, , 7 

Rpta. 6-ln2 — n 

H 18 9 


® J', 


dx 


2 \8+2jc-jc 2 


Rpta. — 

6 
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® J 

2 x nl dx 

4a 2 -x ln 

Rpta. 

n 

6 n 

® j 

r -1 e 2x dx 

Rpta. 

e—2 

2 

® j 

j* 's/x's/2-ac dx 

Rpta. 

n 

~4 

© fjg- 

Rpta. 

arcsení—) + — 

5 5 

® j 

c£* 

Rpta. 

42-\n(l+42) 

® J 

j" ln-v/2 -xdx 

Rpta. 

ln2—- 
2 

© J 

f J ] ~ X dx 

l-i V3 + JT 

Rpta. 

71 — 2 

© J 

I 9 X ~ l s, 

^+l 

Rpta. 

23 

3 

® J 

1 x 15 -\/l+3jc 8 rfx 

0 

Rpta. 

29 

270 

® Ll-** 

Rpta. 

n 

3 

® j 

■>6 dx 

0 a/x+9 ~4* 

Rpta. 

12 
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© . 

í' l+ " * 

«U + x 2 

® . 

fjcarctgx dx 

'o 

© 

jc sen3.r dx 
lo 

® j 

15/2 x 4 

@ j 

r^* 

>0 X 

® J 

r 1 arcsen-Tjt 
'o 4x(\-x) 

© J 

\°Jl-e x dx 

lln(3/4) 

© J 

p5-5V2 ¿X 

15 (jr+5)Vl0x+x 2 

© J 

j ln(x + ^jx 2 -l)¿r 

© J 

• 1 /^ dx 

0 (2x 2 +1 )Vx 2 +1 

© J 

* 27 cit 

0 x-Vjc 

© J 

0 fT 3 * 


Rpta. 


n ln2 

—+- 

4 2 


2n 

Rpta.- 

3 2 


Rpta. 


Rpta. 


n 2 -4 
27 


Rpta. 41n(2 + ^3)-2V3 
71-2 

Rpta. - 

4 

Rpta. In3 — 1 

Rpta.- 

60 

Rpta. 3 ln(3 + 2^2) - 2^2 
Rpta. arctg(^) 

Rpta. ~ln(j) 

Rpta. ^-(e 2 -lf n 
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© . 

f'ln(jt 2 +l)dx 

U) 

Rpta. 

In2 + —-2 

8 


r 2 ^ dx 

Pntd 

Vó njl 


x^(x 2 -2) 5 

IVUUt* 

27 + 48 

© j 

r 1 ln(l + *)d[x 
’o 1 + x 2 

Rpta. 

—In2 

8 

© j 

f cos ~j2x dx 

h 

Rpta. 

-2 

© j 

r 2 dx 

0 -Jx+l+^(x + \)* 

Rpta. 

n 

~6 

© j 

rn/A - 

e sen 4x dx 

>0 

Rpta. 

±a +e o*>“ 

25 

© j 

f arcsen.f * dx 
'0 V1 + x 

Rpta. 

—-V3 

3 

© j 

p° dx 

0 x+^ja 2 -x 2 

Rpta. 

n 

4 

( 121 ) 1 

P 1 -yje^ 1 dx 

Dnfa 

l n( e + ^ 1 + e2 

KZÍ/ J 

"4e x +e x 

IV|fla. 

1 + V2 

(Í 22 ) I 

• 12 2 dx 

Rntfl 

2 —v/3 

yizzj j 

8 xtJ(x-2) 2 -4 

i\uia* 

41 

© J 

; 29 ^Ldx 

3 3+lJ(x-2) 2 

Rpta. 

S + ^n 

2 

© J 

\ aTCSenx dx 

0 

Rpta. 

2 (*’" 2 -U 
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(D 

r 2 ^ 4 -* 2 * 

Jl .X 4 

(D 

f 3 dx 

■*' x-n/x 2 +5x+1 

© 

f 3 x 3 rfx 
■*' -n/2x 2 +7 

(D 

r'**e x T¡e x -l , 

-(¿T 

J» e* +3 

© 

p^ 3 (l+x 2 )rfx 

^4—x 2 (4-x 2 ) 2 

© 

j" arctg-JVx + lrfx 

© 

f 7 x 2 rfx 
«Jx + 2 

© 

f 7/2 rfx 

J »'2 (5 + 4x-x 2 ) 5/2 

© 

p x dx 

■^ '(2-xh/l-Jc 2 

© 

J sen x ln(l + sen x)rfx 

© 

f 3 2x 3 +18 . 

, rfx 

J » (x + 3)(x“ +9) 

© 

f ln(4x 2 + \)dx 

J 1/2 


Rpta. 


4i 


„ . , + 

Rpta. ln(-) 


« 14 
Rpta. — 


Rpta. 4 -n 

23-v/3 


Rpta. 


72 


„ 16/r _ r- 

Rpta. ——2v3 


Rpta. 


Rpta. 


652 

15 

2 

9^3 


„ 2^r 

Rpta. — n —— 


Rpta. —---í-ln(l+—> 
3 2 2 2 


« , 55, . 1 k 

Rpta. 6-ln2- 

F 18 9 


Rpta. ln(-~) + arctg 2 -1 -— 
V2 4 
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Í */4 

(* 

n¡ 4 

Í nll 

-n/ 


9 cosjc+^/tgJc+senjce cos x 


x* 1 cosxdx 


c n/ 4 

Jo 


Í¿C 


0 íícos 2 jc+/>sen 2 x 


+ cos 2 jc)c£c 

Rpta. 0 


Rpta. 


7T + 2 

4 




IV. 




f 


1/2 1+JC 

[cos(sen x) ln(-) + 3jc + 4]dx 

1/2 1 —x 


J [(JC 5 +jc 3 +jc)a/i +jc 4 +3]c£c 


f 1/2 i c 1 + x w 
cosjcln(-)cic 

J-i/2 1-JC 


Í W/8 

-jt/8 


jc 10 sen 9 jc dx 


Rpta. 4 

Rpta. 12 

Rpta. 0 

Rpta. 0 



Rpta. -J2- 

Rpta. —+ 

32 


M _ 4 


2 + ^/3 
1 + ^2 


) 


Mostrar que I — 
Jo a 


\ab\dx 


n 


2 2 , 2 2 O 1 

r cos x+b sen x + 
cualquiera distinto de cero. 


_ c n/2 ^jsenxdx n 

Dernostrar que: . — .- = — 

Jo vsenjc +vcosjc 4 


donde a y b son números reales 



Demostrar que: 



x|jc| 


V x e R 


2 
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© Demostrar que: \(y-x)f'(y)dy = f(0)~ f(x) 

dxJo 


© Demostrar que para todo x real r (/+|í|) 2 <í(=|x 2 (*+U|) 


Hallar el valor de c tal que f(x) = x 2 -2x+l, /(c) = — —if(x)dx 

3-1 Ji 


Rpta. c = 1H—p e [1,3] 

V3 


1 dx r rt/2 senx 


(V) Demostrar que: f -——— = f 

Jo arccosx Jo 


dx 


® Hallar un polinomio cuadrático p(x) para el cual p(0) = p(l) = 0 y Jp(x)dx = 1 


Rpta. p(x) = 6x-6x' 


3 

Q) Demostrar que: J 2 [|x \]dx = — 

© Probar que: J f(x)dx = J /( a + b-x)dx 

^l) Evaluar J x f"(2x)dx , sabiendoque f(0) = 1, f(2) = 3, /'(2)=5 Rpta. 2 


12) Resolver la ecuación 


ón f 


dl n 


12 


Rpta. x = 2 


13) Calcular 


I 


71 fsecx dx 
/secx +^jcG&ecx 


n . n n 

Rpta. — sug: z = - x 

12 2 


Hallar un polinomio cubico p(x) para el cual p(0) = p(-2) = 0, p(l) = 15 y 
3j°^ p(x)dx = 4 Rpta. p(x) = 4x + 8x 2 +3x 3 
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15j Dcmostrar que, si f es continua en [-3.4], entonces: 

^f(x)dx + ^f(x)dx + J f{x)dx + J ^ f{x)dx = 0 
16j Demostrar que, si f es continua en [-3,4], entonces: 

j* f{x)dx + J°f {x)dx + J /i {x)dx+ J /i {x)dx = 0 
© Demostrar que, si f(x) es continua en [a,b], entonces: 

\ f{x)dx = {b-a) f / (a + (b - a)x)dx 

Ju Jo 

(l8) Demostrar que 0< * dx< — n 2 

w Jo ^t + v 2 36 


(í?) Calcular la siguiente integral J f(x)dx si f(x) = ]x—2| + |x — 11 
@ Hallar ^ [^F(x)G(y)dyfix 

/2 _ - - _J_ 1 

Demostrar la siguiente igualdad ln(sen 6 + x cos 6)d6 = ln (——) 


§) Calcuiar f (0). sab,endoque: f[/'(x) + /-(x,]co S x * = 3. a S i uusrao f. 


/"*/*" son funciones continuas en [0,y] y f'(~^) = 0 


Calcular 1 = £x 4 F (4) (x)dx , sabiendo que F'"( 6) = 1, F" (6) = -4, F' (6) = 8, 
F(6) = -10, F(0) = -20. 


(24) Calcular r x 2 sig(cos x)dx 


Rpta. - 


K' 
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25) Calcular J \6x 2 - 5jc +11 dx Rpta. 


54 


@ 

@ 


© 

60 ) 


@ 


© 


Calcular 

Jo 


t() (senjr) 


4/3 


Rpta. 3 


Calcular el valor de la integral definida 
f(x) = 


J / (x)dx siendo 


| jc | +jc~ , x<0 
|vj]r 2 + costt , x > 0 


Sea f una función integrable en [a,b] y k * 0, una constanle real. Demostrar que: 

f f(x )dx = k r f(kx)dx 
Ja Ja/k 

Pruebeque Jjc dx>j^x 2 dx pero Jx < J x 2 dx , no evaluar la integral. 

Sea f acotada en [a,b] y continua en [a,b] excepto en un punto c e [a,b]. Pruebe que f 
es integrable en [a,b]. 

{ a si x=c 

. Pruebe 

0 si x*c 


que fes integrable y que J/ (x)dx = 0 


Por defmición una función f(x) es par sí f(-x) = f(x), V x. Pruebe que sí f(x) función 
par entonces J f{x)dx = 2 J / (x)dx , a > 0. 


33} Dadas las funciones siguientes: 


f(x) = 


0 , A€[0.i] 

2 ’ X£< \' 2 ^ ’ 
-2. xe<2,3> 
x , x e [3,4] 


-x , x e[0,l] 

1-x 2 , xe<l,2> 
3-x , x e[2,4] 
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Calcular 


© 


£/w sw* 

Si weZ + , demostrar que: 


„ 11 
Rpta. —— 


a) 

[m«= n(n : X) 

l« 2 

b) f[|/| 

Jo 

c) f [|V7|]rfr = ' ,( ”- 1 f' + 1) 

J« 6 

Evaluar las siguientes integrales. 


a) | 

í sen 2jc dx 
h 

Rpta. 1 

b > J 

t n/2 l 

\— + cost\dt 
’o 2 

Rpta. ~J3 + 

O j 

r^/3 / 

cos — dt 

b 2 

Rpta. 1 

d > J 

r° dx 

Rpta. — 

16 

_1 4jc 2 +8jc + 8 

«> J 

|* 2 dx 

Rpta. ln2 

6 

* 

NJ 

1 

£ 

1 

KJ\ 

o J 

»n 

senhjc.senjc dx 

0 

__ , senh7r 

Rpta. - 

g> J 

*2n 

| sen jc - cos jc | dx 

Rpta. 4*Jl 


'rf/ 


Í 6 

/ {t)dt = 6. Calcular 

£/(2*-2)<fr. 
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[ x 2 , x<2 


© 


Si f(x) = < 


2 , 2<x<0, Calcular ^(f(x)-x)dx 


1 + * J 


•, x> 0 


(38) Sean f y g dos funciones integrables sobre [a,b], pruebe la desigualdad de Cauchy 
SCHWARTZ. (ffg) 2 <(f / 2 )(fg 2 ) 

Ja Ja Ja 


39) Hallar ^f(x)dx sí f(x) = 


x ~, 0<x<l 
2-x, l<x<2 


® Hallar ^f(x)dx si f(x) = 


x para 0<x<í 
1 —x 

t. - para t <x<l 

1-í 


4l) Demostrar la igualdad. f x 3 f(x 2 )dx = — f x f(x)dx , a > 0 

s - y Jo 2 Jo 



Demostrar que si f(x) es continua en [0,1], entonces: |x/(senx)dx = y /(sen x)dx 


Calcular la integral 

1 

/ = x + — . 

X 


f 2 1 x+ — 

| (1+x —)e X dx , introduciendo la nueva variable 

Jl/2 X 


44 ) Hallar la integral J — 


f (x)dx 


f(x) 2 


sí f(x) = 


(x + l) 2 (x-l) 
x 3 (x-2) 


45) Calcular las siguientes integrales: 
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© 

© 


*>) 1 1 <[| *1] + [I x + ^ Ijviv Rpta. 6 

Probarque: f [|x \]dx + f [| -x j ]dx-a-b 

Ja Ja 

Demostrar que: [ [\t 2 \]df = 5--Jl -^Í3 

Jo 

fb-T P b r h 

Si F(x + T) = F(x) Probar que: I x F(x)dx = I xF{x)dx + I F(x)dx 

Ja - T Ja Ju 


® s 


7 (1-sen 2 jr)-í¿)r 


(sen 2 x —2 sen x + 4) 2 


Rpta. — 
P 6 


r 1 xe 
Joi + x 2 

r 2 dx 
Ji x 2 — 4jc-5 


Rpta. 


e-2 


1 


Rpta. —ln2 
H 6 


52) Calcular f(0) sabiendo que f( 7 t) = 2 y a su vez Jj (/(x) + /"(x))senx dx = 5 


© £ 


2 4x+ 5 


JI 


(x 2 -2x + 2) 2 


(x-x 5 ) 5 dx 


x/x 


Rpta. 3 
Rpta. 9^2 


Rpta. —(80) 5 


55) Calcular el valor de J g(x)dx donde g(x) = J f(t)dt, x e R y 


/U) = 


12x-12.si x<l 
6x 2 -6, si x > 1 


Rpta. 


3697 


4 
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C\ C' 2x dx f 1 du 

56J Demostrar que -=- = — 

J»l +X - Jo u 


57) Calcular f(2) si f es continua y J /( t)dt = x Rpta. - 


(58) Si f(7r) = 2 y [/ , ’(x)+ F"(v)]senx dx = 5, calcular f(0) 

íT 

(59) Si ptF'W+P'íxJJcosAífc^QO. F"(0) = 7, calcular F'{~) 

(óO) Sabiendoque f dx = — ln2, calcular f a —^^ r/.v 

W M Jo i + v 2 8 J<» ! + .v 


© 

© 


Si F(x + T) = F(x), probarque: f xF(x)dx= f x F( x)dx + f f F(x)dx 

Ja+T Ju Ja 

Expresar el siguientc limíte como una íntegral definida luego calcular el valor dc la 

. r n n 2n 2 n nn ,mtt -l 

íntegraj hm[ —sen— + —sen— +... + —scn(—)]— 

«-*■' n n n n n n n 


(ó3) Aplicando el primer leorema (undamental del calculo. hallar la dcrivada de la intcgral 
definida. 


a) D t (J' (/ + 1)-^/) 


2 

b> > 

j2 V/ + 27 


r* •, 

c) /7, (J tg'/.cos/í/O 


d) D,(f ' (3/ 3 - \)dt) 

Jo 
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CAPITULO III 


3. APLICACIQNES P£ LA INTEGRAL PEFINIDA.- 

3.1 AREAS DE REGIONES PLANAj»,- 


En el cálculo de area de regiones planas se consideran dos casos: 

ler. Caso.- Consideremos una función y = f(x) continua en un intervalo cerrado 
[a,b] y además f(x) > 0, V x e [a,b]. E1 área de la región R limitada 
por la curva y = f(x), el eje X y las rectas verticales x = a y x = b, está 
dado por la expresión: 


AfitefjWd* 

Jct 



OBSERVACION.- Si la región R es limitada por la curva x = g(y) y las rectas 

y = c, y = d, entonces el área de la región R es expresado por: 
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2do. Caso,- Consideremos dos fimciones f y g continuas en el intervalo cerrado 
[a,b] tal que f(x) > g(x), V x e [a,b], el área de la región R hmitada por 
las curvas y = f(x), y = g(x) y las rectas x = a y x = b, está dado por la 
expresión. 

MR) ~ £(/(^'-g(x))í¿Y 



OBSERVACION.- Si la región R es limilada por las curvas x = g(y), x = h(y) tal 

que g(y) > h(y), V y e[c,d] y las rectas y = c, y = d, entonces, 
el área de la región R está dada por la expresión: 


Am*¡p(yY-ky)W 
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OBSERVACION.- En él calculo dcl área dc una región R limitada por la curva 

y = f(x) el eje X y las rectas x =a, x = b la función f(x) > 0, 
V x e[a,b] pero en el caso en que f(x) < 0, la región R esta 
debajo del eje X en este caso el área es calculado por: 


A/í)=i£/<J:Wv| 



| /.I.) PROBLEMAS nESARRQLÍ-ADOS.- 

Q C'alcular el áreadela figura limitada por laparábola y = 4v-v : . vcl ejede abscisas. 


Solución 
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Y = 4x-x‘ 



Como y = 4x— x~ => y —4 = — (jc —2) , es una 
parábola de vértice en el punlo V(2,4) cuyo gráfico 
es: 


f 4 f 4 7 

A(R)= I vdx= I (4x—x~ )dx 
Jrí Jo 

/ 4 32 , 

i / =— u~ 
/» 3 


r 3 ' 4 

= (2x J -y) 


(T) Hallar el área de la figura comprendida entre la hipérbola xy = m 2 , las reclas 
verticales x = a. x = 3a (a > 0) y el eje OX. 


Solución 



7 

7 m~ 

xy = m~ => y =-. cuyo graficoes: 


x 


j»3ü í*3 a ffj- 7 

A(R)= I ydx= I - dx = m~ 

Jcí Ju X 

A(R ) = m 2 In 3a-m 2 ln a 
.'. A(R) = m 2 \n3u 2 




Encontrar el área acotada por las curvas cuyas ecuaciones son y = e x , y = e * y la 
recta x = 1. 

Solución 



.*. A(R) = 2(coshI -l)w 2 
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Hallar el área limiiada por las curvas x 2 - y 2 = 3 , xy= ±2, y = + 4. 


© 



A(R) = 4 f [^3 + _y 2 — }dy , por la tabla de integración. 

y 

A(R) = 4{± yjT+y 2 +1 ln | y + I -2 ln >•] j\ 

A(R) = 4[(2->/Í9 +|ln14^19 | -21n4)-(|(2) +|ln 11 + 21 -0] 

^(/?) = (8VÍ9-4 + 61n| 4+ ^ |-161n2)<r 

Calcular el área de la figura limitada por las lineas cuyas ecuaciones son 
r 2 = jc + 1 , x —y — 1 = ü. 

Solución 

Calculando los puntos de intersección se tiene: 



J 


y 2 = a + 1 
x — v-1=0 




v~ — I — v—1 = 0 


v 2 ->'-2 = 0 
(y—2)(y+ 1) =0 => y = -1, y = 2 
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>!(/?) = f [(v+l)-(v 2 -l)]rfv= f (-v 2 + V + 2Wv ={-~ + ~- + 1v) / 

J 1 ' J 1 ' 32 /i 

/í(y?)=|t / 2 

Hallar el área de la figura comprendida entre la parábola y = —x 2 +4.v-3 y las 
tangentes a ésta en los puntos (0.-3) y (3,0). 

Solucién 



/!(/?)= f 2 [(4v-3)-(-x 2 +4x- 

Jo 


y = -x 2 +4x-3 = 1 -(jc-2) 2 
r-1 =-(jc- 2) 2 . V(l,2) 


1 a n 

V = -x' +4x —3 => -^l 

dx 


jr=3 


= (-2^4Í_,=-2 


Z.J! v - 0 = -2(v - 3) de donde L x : 2x + y = 6 


=(-2v + 4)| =4 

^lx-O ,r= ° 

L 2 : y + 3 = 4(.v-0)dedonde L 2 : 4v - v = 3 
3)]/¿v+f [(6-2 .v)-(-jc 2 +4v-3)]í/x 

¿3/2 


A(R)- f x 2 dx+ f (v 2 -6x + 9)íív 
Jo J3/ 2 



A(R) = y 


3/2 


+ C^--3jc 2 +9v) 


3/2 


9 9 9 9 

~ 4 + 8 4 ~ 4 


.-. A(R) = 


Calculando el área de la figura limitada por Ias parábolas v 2 +8v = 16, y 
v 2 -24* = 48. 


Solución 


o | ^ 
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y~ — 48 = 48—3v 2 => =24 => v = ±2^¡6 




■> 

v' 


48 


2a/? 6 18 


24 


2-Jf> 


3 

18 


2yff> 



/. A(R)=~S u 2 



Calcular el área de la figura limitada por las parábolas v = x 2 , y = —. 


Solución 





x = 0, x = 3 



3 3 4 

-—)dx = (-——) 
3 3 12 


3 

0 


27 

A(R)=9-^~ 


9 

4 


.*. /!(/?) = 


o | ^ 
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® Calcular el área de la figura limitada por las lineas y = lnx e v = ln 2 \ 

Solución 



lnx 

Calcular el área de la fieura limitada por las lineas v = —: y=xlnx 

4x 





, /Dv 3-21n 2 2-21n2 , 
A(R) =- u~ 


16 
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A un ingeniero civil se le encarga construir en un terreno que liene la forma de la 
siguiente región en el plano, el cual esta limitado por las curvas y = 3-x 2 

e y = -x + 1, medido en decámetros ¿Cuál será el área techada en el primer piso si se 
quiere dejar un tercio del total del terreno para jardines?. 



Soiución 

Para graficar la parábola, hallamos el vértice. 
v-3 =-x 2 => V(0,3) 
ahora calculamos los puntos de intersección 


v = 3 -x 2 7 . \ x = -l 

=> x~-x-2 = 0 => \ 
y = -x+l [x = 2 


de la región total se debe tomar los 2/3 por lo tanto el área techada es 
A t = ^J [(3-x 2 )-(-x + 1)]í/x = -jJ {l + x-x 2 )dx 


,.2 v .3 ,■> 


= —[(2.v + —-—) /"] = -[(4 + 2 ——) — (-2 + — + —)] = 3 
3 2 3 / i 3 3 2 3 

9 7 

Luego transformando en metros tenemos: A T = 3(10) ” =300 nr 

( 12 ) La forma de una piscina es como la región del plano dado por las curvas x = y 2 , 
.v = y 3 ¿Qué área ocupa la piscina? (es dado en decámetros). 

Solución 


fl 7 , v 3 y A /1 1 1 1 , 

A = (v" - v )dv - (-- 1 —) / = (-) - — dm~ , que en metros es: 

Jo ' 3 4 / 0 3 4 12 


A = 


100 


7 

nr 


12 
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5,1.2 JPROBtEMAS f RO W«8TOSv 


© Hallar el área de la figura limitada por la curva v 3 = x , la recta y =1, la vertical x = 8. 


D . 31 2 
Rpta. —u 


© Hallar el árca de la figura limitada por la curva y - x 3 , la recta y = 8 y el eje OY. 


© 


Rpta. 12 u 


Hallar el área coinprcndida cntre las curvas y 2 = jr 3 , y 2 = x 


Rpta. — u 2 

15 


(7) Hallar el área de la superficie limitada por las curvas y = 4-x 2 , y = 4 -4x 


. 32 ■> 

Rpta. — u 


© Hallar el área de la superficie limitada por las curvas y 2 = 4x, 2x - y = 4. 

Rpta. 9 u 2 

© Hallar el área de la figura limitada por la curva y = x(x — 1 )(x — 2) y el eje x. 

Rpta. ju 2 


© 


2 I x I 

Calcular el área de la región limitada por la gráfica y = --, el cje X y las 

l + x~ 


rectas x = -2, x = 1. 


Rpta. (InlO)if 


© Calcular el área de la figura limítada por la parabola y = 2x-x ? \y la recta y = -x. 


Rpta. y¿r 
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® Calcular el área de la figura comprendida entre la línea y = - y la parábola 


x~ 

y= Y 


Rpta. (y-i)i / 2 


© 


© 


2 

Encontrar el área de la región acotada por la curva y = - el eje X y las rectas 

jc—3 


x = 4, x = 5. 


Rpta. (21n2)w' 


Determinar el área de la superficie limitada por los arcos de las tres parábolas 
x 2 = 9y- 81, x 2 = 4y-16, x 2 = y -1 la región no se intercepta con el eje Y. 


Rpta. 16 w' 


12) Hallareláreadelaregiónlimitadaporlascurvas y = x~, y=x + 2, y = —3x + 8 


Rpta. —u 1 

6 

Encontrar el área de la figura plana que forman las curvas y=^\ -x—Jx ; 

y = ±^[x . Rpta. %= u 2 

3^5 


© 


Calcular el área de la fígura comprendida entre las parábolas y = x 2 , y = y-, y la 
recta y = 2x. Rpta. 4w 2 

Hallar el área mayor encerrada por las curvas jc 2 -2y 3 = 0, x 2 - 8y = 0, y = 3. 


Rpta. (y+5V3)w 2 


Hallar el área de la porción en el primer cuadrante limitada superiormente por y = 2x e 
inferiormente por y = x^3x 2 +1 


Rpta. ^w 2 
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(lj) Hallar el área de la fígura comprendida entre la hipérbola x 2 - y 2 = 9, el eje X y el 


diámetro que pasa por el punto (5,4). 


Rpta. (—+ 91n3)w 
4 


18} Calcular el área del trapecio mixtilineo limitado por la linea y = (x 2 + 2x)e x y el eje 
de abscisas. Rpta. 4« 2 


19) Hallar el área de la superficie limitada por la parábola y = 6 + 4x- r 2 y la cuerda que 
une los puntos (-2, -6) y (4.6). Rpta. 36« 2 


Hallar el area de la figuracomprendidaenlrelascurvas yx 1 = 2, x + y = 4, x = 1. 
x = 2. 


Rpta. —« 2 
4 


21) Hallar el área limitada por las siguientes curvas: 


a) y 2 = 2x, y = -4 + x 


Rpta. 18«' 


.. 2 A 8« 

b) x = 4 av , v = — - t 

x~ +4 a~ 


Rpta. (2« 2 /r-^— )« 2 


c) y = x 2 , y 3 =x , x + y = 2 


d) y = V* 2 - 3 , y = |x - 1 1 , y= 0 


g) y = x'-2|x|+2, y = — 

4 


b) y = jr -3 jc , y = x 


D , 49 2 

Rpta. —« 

12 


Rpta. (— ln3—-)w 2 
2 2 


e) y = x 3 +x — 4, y=x, y=8 —x. 

f) y=4 —ln(x+l). y=ln(x + l), x = 0 Rpta. 2(^ 2 -3) « 2 


Rpta. y« 2 


Rpta. 8« 2 
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@ 


¡) 

y 2 =4x, x 

j) 

y(x 2 + 4) = 

k) 

x — e y , x = 

1) 

y = 2x + 2, 

H) 

V = sec 2 x, 

m) 

y-x 2 , >■ = 

n) 

> = 3x 5/4 - 


Rpta. 54.61 u‘ 


Rpta. (y-ln4 )u 2 


Rpta. 3 u 


Rpta. (15 + j^2 )u 2 


Rpta. 


Rpta. 64tr 


Rpta. ~~u 2 


Hallar el área de la región comprendida entre las curvas y = senx, y = cosx con 

Rpta. 2s¡2u 2 


r n 5 n. 
4 4 


Hallar el área de la región limitada por los gráficos y = arcsen x, y = arccos x, y = 0. 

Rpta. ('JÍ-Du 2 


( 24 ) Hallar el área de la figura limitada por la linea en donde y 2 = x 2 —x 4 . 


0 4 7 

Rpta. —u~ 


Hallar el área comprendida entre las curvas y = e x , y = ln x, x = -1, x = 2, y = 0 

Rpta. 6.63« 2 

Hallar el área de la región limitada por el astroide x 2 3 + >’ 2 ' 3 = a 2 3 


d . 3 a~n ■> 

Rpta. - u~ 


8 
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( 27 ) Hallar el area de la región comprendida entre las curvas >• = xe g 2x *, y = x. 


Rpta. -— -u 2 


2S) Hallar el área de la región comprendida entre las curvas y(x + 4) = 8, 


3x 2 -4y — S = 0 


Rpta. 2(n + 2)u‘ 


( 29 ) Hallar el área de la figura comprendida entre Ias curvas y = \jx +1 -tfjc-l , x = -1, 
x = l Rpta. 3\Í2 u 2 


© 


© 


30) Calcular el área de la figura comprendida entre las curvas y = x*e g x , y = 4x. 


u , e ~ 13 2 

Rpta. - u 


Calcular el área de la figura comprendida entre la curva y = tg x, el eje X y la recta 

Rpta. (In2) u 2 


n 

x =— 
3 


Calcular el área de la figura comprendida entre la línea y = jr(x-l) 2 y el eje de las 
abscisas. 


Rpta. — u 2 
12 


Hallar el área de la región limitada por los siguientes gráficos de 
>•= |jc 3 -4jc 2 +jc+6|, 3>' + jr 2 =0, x = 0, x = 4. Rpta. 


455 , 
- u~ 


34) Hallar el área limitada por las curvas y = x 3 + 3x 2 + 2 . y = x 3 + 6 jc 2 - 25. 

Rpta. 108 u 2 

35) Hallar el área limitada por las Imeas: >• = x 2 -5x 2 - 8jc+12, y = x 3 -6x 2 + 21 

2 , 

Rpta. 166— u 
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36) Calcular el área de la figura limitada por las curvas siguientes: 


a) 

•> 7 ? 

y = |x — 11, y = x~-2x, x = 0, x = 2. Rpta. —u~ 

b) 

y = |x — 2| — |x — 6|, x — y = 4 Rpta. 8 

c) 

y=|x-2|, >’ + x 2 =0, x=l,x = 3 Rpta. — u 1 

6 

d) 

y = |x — 5| — |x + 3|, x + y = 2 Rpta. 34w 2 

e) 

? 4 7 

y = x-x~ , y=-x Rpta. —u 

i) 

y = jc 3 +jc, x = 0, y = 2, y = 0 Rpta. — u~ 

4 

g) 

9 

y = -— y-, y = 0, x = -1, x = 2 Rpta. [1 + —-arctg2+—ln(-)]w 2 

l+x 2 2 5 

i) 

7 7 7 

y = x~ , y = 2x — 1, y—4 = 0 Rpta. —w 2 

j) 

2 1 2 , 
x = 0, y = tgx, y = — cos x Rpta. (--ln(-7=r))w 

k) 

3jc 2 14 7 

y = arctg x, >’ = arccos —, y = 0 Rpta. (y-- ln(—))w 

1) 

y = arcsen x, y = arccos x, x = 1. Rpta. (y - -J2 - 2)u 2 

II) 

i 25 

y = x 2 , y= jr 3 , x = -1, x = 2 Rpta. 

m) 

y= | jr 2 -11. y= 3 Rpta. 8 u 2 
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n) y = 3x-x~, y = x 2 -x 


Rpta. ^u 2 


(37) Calcular el área de la figura limitada por el eje de abscisas y la línea x = y 2 {y-l) 


D 1 2 

Rpta. — u 

F 12 


(38) Calcular el área del segmento de la parábola y = x 2 , que cortala recta y = 3 -2x. 


u . 32 2 

Rpta. —w 


39J Hallar el área de la superficie limitada por las curvas y = x(±4x ) y la recta x = 4. 


o . 125 2 

Rpta. — —u 


( 40 ) Hallar el área de la figura limitada por y = 120jr + x 2 -x 3 1, y = 0 


i> * 2301 2 

Rpta. —— u 


12 


( 4 Í) Hallar el área de la región limitada por las curvas: 


a) x+y-y* = 0 , jc ->-+> ,2 =0 


Rpta. “í/ 2 
12 


b) 8x = 2y 3 -ty 2 -2y, 8x = y 3 , y 2 +y— 2 = 0 Rpta. 


Calcular el área de la superficie del primer cuadrante limitada por el arco de la curva 
que va desde el eje de las Y hasta la primera intersección con el eje X. 


a ) y-e x senx 


Rpta. 


e n +1 


u 


Rpta. 1.54 u' 


b) y=sen(x+l) 
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c) x+y+y~ =2 


Rpta. —u 2 

6 


d) y = e x2 c os2x 


q /r/8 

n . o€ —2 2 

Rpta. - u 

17 


e) y = x 3 -8x 2 +15x 


u . 63 2 

Rpta. — u 


43 ) Hallar el área de la figura limitada por las curvas a 2 y 4 =x 4 (a 2 -x 2 ) 


D é 4fl2 2 

Rpta. —— u 


^ 4 ) Hallar el área que encierra la curva 9ay 2 =x(x-3a) 2 


D 8-73 2 2 

Rpta. ~j~ a u 


(45) Encontrar el área de un lazo de la curva a 2 y A = x 4 ^ja 2 -jc 2 


D * 4í/2 2 

Rpta. ~j~ u 


Encontrar el áreadeunlazodela curva y 2 (ar +x 2 ) = x 2 (a 2 -x 2 ). 


Rpta. — (n-2)u 2 
2 


47) Encontrar el área de un lazo de la curva a 2 y 2 (a 2 +x 2 ) = (a 2 -x 2 ) 2 


Rpta. a 2 (3-72 ln(l + -72 ) - 2)u 2 


Í48) Encontrar el área de un lazo de la curva 6 a 2 y 4 =b 2 x 2 (a 2 -2ax). 
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Calcular el área del trapecio mixtilineo Iimitado por la linea 
y = e x (x 2 +3x+l) + e 2 , por el ejeX ypor dos rectas paralelas al eje OY trazadas de 
manera que pasan por los puntos extremos de la fiinción Y. 

Rpta. — (e 3 -4 )m 2 

e 

( 50 ) Calcular las áreas de las figuras curvilíneas formadas por la intersección de la elipse 

2 . 2 

— + v 2 = 1 y la hipérbola —— y 2 = 1. 

4 2 


J2 [2 

Rpta. s¡ = s 3 =7r—~ln3-2arcsenJ-j ; .v 2 =2(n-s x ) 


Calcular el área de la región limitada por: /(x) = 
rectas x = -3 y x = 7 


(x-3) 2 -2, x>5 


, el eje X y las 


u . , 76 , 

Rpta. A = - - u 


Calcular el área de la figura comprendida entre la curva y = \ x~ - 11, -2 < x < 2 y el 
eje X. Rpta. 4 u 2 


@ 


? 1 — JC 

Calcular el área de la región limitada por la curva y~ =-, y su asintota. 

1 +x 


Rpta. A = 2 n 


[54J 

© 


Calcular el área del interior del ovalo de ecuación (1 +x~)y~ = 1 -x' 


Hallar el área de la región acotada por la curva v = x 3 - 6a 2 + 8x y el eje X 


Rpta. 8 u 

56) Hallar una formula para enconlrar el área de la región limitada por la hipérbola 
x 2 -y 2 =a 2 , a > 0, el eje X y una recta trazada del origen a un punto. 
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L 


Rpta. A=^~ ln[^^] 


Hallar el área de la región, en el primer cuadrante limitado por las curvas 
y = x 3 -3x 2 + 2x, y = ~x 3 +4x 2 -3x 


Rpta. — 
12 


Hallar el área de la región limitada por las gráficas de las íunciones 
f(x) = x 3 -2x 2 +x-l y g(x) = -x 2 + 3jc — 1. 

Encontrar el área de la región R, ubicado en el segundo cuadrante y acotado por las 

22 10 ? 

gráficasde y = x , x =4y, x — y+6 = 0. Rpta. — u 


(60) Hallar el área de la región limitada por ias curvas x = -y 2 , y = x + 6. 


r 


Una parábola de eje vertical corta a la curva y = x 3 +2 en los puntos (-1,1) y (1,3), 

sabiendo que la curva mencionada encierra una región de área 2 u 2 . Halle la 
ecuación de la curva. 


(62) Sostenemos que J x n dx + J ^ tfy dy = b n+l -a 


n-1 


a) Utilice la figura adjunta para justificar esto mediante un argumento geométrico. 

b) Pruebe el resultado utilizando el teorema íimdamental del cálculo. 
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(g) Hallar el área de ia región comprendida entre las curvas * 2 _y+4>’-8 = 0 y x 2 = 4y. 

(S) Calcular el área de la región comprendida por las curvas x 2 +y 2 = 25, 3 y 2 = 16x, 

3x 2 =18y. 

© Calcular el área de la región acotada por las curvas de ecuación: 4y = +(x-4) 2 y 
4y = ±(* + 4) 2 . 

(óó) E1 área comprendida entre y = 10x-5y 2 . el eje X es dividido en dos partes iguales 
por una recta que pasa por el origen. Hallar la ecuación de la recta. 

® a‘ a 3 

Calcular el área de la figura comprendida entre las curvas y = — -- . y —^ T 

x' +a' x~+a~ 

(ó8) Hallareláreadelaregiónlimitadaporlascurvas x = -y 2 ,y=x + 6. 

© Hallar el área de la región limitada por las gráficas de las funciones y = + x-1, 

g(x) = -x 2 + 3x. 


( 70 ) Hallar el área de la región acotada D por la gráfica f(x) = | v 2 + 2x |. el eje X en el 
intervalo [-2,2] 


Dado la parábola y = 3 + 2x-x', Hallar el área de la región plana R, coniprendida 
entre la parábola y la recta que pasa por los puntos (2,3); (2-5). 


© 

© 


Hallar el área de la región R limilada por la curva y = (x - 3)(x - 2)(x + 1 las rectas 
x = 0. x = 4 y el eje X. 

Calcular el area de la región en el primer tuadranle limitado por la curva-- y = x 2 , 
x 2 = 4y y la recta x + y = b. 

Calcular el area de la región R limitada por las curvas y = x 2 -2|x|+3. 
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© 

© 

© 

© 

© 


Encuentre el área de la región limitada por la curva y = jc - 2jc 3 + 2 entre x= -1, x =2 


Hallas el área de la región acotada por las curvas y - * 
x 1 + 8jc - 48 


4jc-jc 2 


, jc>0 


x . x < 0 


v = « 16 


-, jc > —4 


-3.V-16 , v<-4 


Determine m de tal forma que la región sobre la recta y = mx y bajo la parábola 
y = 2x - x ~, tenga un área de 36 unidades cuadradas. 


•y 

Determine m de tal forma que la región sobre la curva y = nix ~, m > 0, a la derecha 
del eje Y. y bajo la recta y = m ,tenga un área de k unidades cuadradas (k > 0). 


Hallar el área de la región R limitada por y = 


21 *| 
1 + x 2 


. el eje X y las dos rectas 


verticales correspondientes a las abscisas de los puntos máximos absolutos. 


Una parábola del eje vertical corta a la curva y = x 3 + 2 , en los puntos (-1,1) y (1.3). 

Sabiendo que la curva mencionada encierra una región de área 2 u 2 . Halle la ecuación 
de Ia curva. 


3.2 VOLUMEN PE UN SOUPO PE RBVOLUCION- 

DEFINICION.- Un sólido de revolución es aquel que se obtiene al rotar una región 
plana alrededor de una recta en el plano, llamado eje de revolución. 


Ejcmplo.- Si la región comprendida dentro de una semicircunferencia y su 
diámetro, se hace girar alrededor de su diámetro se obtiene una esfera. 
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Ejemplo.- Si a la región comprendida dentro de un triángulo al hacer girar alrededor 
de uno de sus catetos se obtiene un cono recto. 



Para calcular el volumen de un sólido de revolución consideraremos los siguientes 
métodos. 


3.2.1 METOPO PEL PISCO ClRCmAR,- 

Consideremos una íunción f continua en el intervalo [a.b] y que f(x) >0. Vxe [a,b]. 
Sea R la región plana acotada por la curva y = f(x), el eje X y las rectas x = a y x = b. 



Consideremos una partición del intervalo cerrado [a,b], P = {}, donde i- 
ésimo sub-intervalo [jr/_,,jc,-] tiene longitud A ¡x = x¡-x ix y tomemos 

c¡ e[x, j,x,] para i = 1,2.n, luego tra/amos los rectángulos que tienen una 

altura f(c¡) unidades y ancho A,jc unidades. 

Si se hace girar el i-ésimo rectángulo alrededor del eje X se obtiene un disco circular 
de la forma de un cilindro circular recto donde el radio de la base es f(c,) y sus 

altura A,x. 
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E1 volumen del i-ésimo disco circular es: 




Como son n discos circulares, entonces el volumen de los n discos circulares es: 



Esta expresión nos representa la suma de Riemann, y cuando | A, jr |—> 0, se obtiene el 

volumen del sólido generado al cual denotarcmos por v, es decir que v se define como 
el límile de la suma de Riemann cuando | A,.v |-> 0 . 

a) DEFINICION,- Consideremos una fünción f continua en un intervalo cerrado 

[a,b] y suponiendo que f(x) > 0, V x e [a,b] y sea S el sólido 
de revolución que se obtiene al girar alrededor del eje X la región R acotada por 
la curva y = f(x) el eje X y las rectas verticales x = a A x = b, y sea V el 
volumen del sólido S al cual defmiremos por: 

V = lim Yn(/(£ f )) 2 A,v = nf (/(,v)) 2 dx 

n Jti 

i 1 

r f 


(Método iiel disco circular). 
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Ejemplo.- Determinar el volumen del sólido de revolución gencrado al hacer girar 
alrededor del eje X la región limitada por la curva v = 4x . el eje X y la 



OBSERVACION.- Si la región R está Iimitada por la curva x = g(y), el eje Y y las 

rectas y=c. y=d (c<d) enlonces cl volumen del sólido 
generado al girar la región R sobre el eje Y, esta dado por la expresión. 



Ejemplo,- Hallar el volumen del sólido generado al rotar la región acotada por 
v 2 3 -r v 2,1 = a 2,3 alrededor del eje Y. 
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v=m[a' +———]-o 

5 7 3 3 


18tf\ 32a'n ^ 

-) =- u 

35 105 


3.2.2 METODO DEL ANILLO CIRCULAR.- 


Considercmos dos Hinciones f y g continuas en un intervalo cerrado [a,b] dc tal 
manera que f(x) > g(x) >0, V x g [a,b] y R la región acolada por las curvas y = f(x), 
y = g(x) y las rectas verticales x = a A x = b. 


Sea S el sólido obtenido al hacer girar la región R alrededor del eje X 



En el intervalo [a.b] consideremos el i-ésimo sub-intervalo [*,_!, jc , ] y sea 
r.¡ e[jc, j,x,], cuando el i-ésimo rectángulo se hace girar alrededor del eje X, se 
oblicne un anillo circular. 

tv 




X 
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La diferencia de las áreas de las dos regiones circulares es n[ f 2 (r.¡)-g 2 (r ¡)] y el 
espesor de estas rcgiones es A,-.v, luego la medida del volumen del i-ésimo anillo 


circular cs: 


& t v 


Como son n anillo circularcs, entonces: 





Que es la suma de Riemann, entonces el volumen del sólido S se define coino cl límite 
de la suma dc Ricmann cuando | A,.v |-> 0. 

a) DEFINICION,- Consideremos f y g dos íunciones continuas en el intervalo 

cerrado [a,b] de tal manera que f(x) > g(x) > 0, V x e [a,b], 
entonces el volumen V del sólido de revolución S generado al rotar alrededor del 
eje X la región R acotada por las curvas y = f(x), y = g(x) y las rectas vcrticales 
x = a y x = bes dado por la fórmula. 


n 

V= lim y'n[/ 2 (e 1 )-g 2 (c l )]A,.v 

|A a|-»0 ¿—f 



OBSERVACION.- Si la región R limitada por las curvas y = f(x), y = g(x) de lal 

manera que f(x) > g(x), V x e [a.b] y las rcctas verticalcs x= a. 
x =b gira alrededor de la recta y = c donde (g(x) > c), entonces cl volumen del sólido 
generado al rotar la región R alrededor de la recta y = c, es exprcsado por la fórmula. 
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OBSERVACION,- Si la región R limitada por las curvas x = f(y), x = g(y) y por 

las rectas horizontales y = c, y = d. gira alrededor de la recta 
vertical x = k. entonces el volumen del sólido de revolución obtenido es expresado por 
la fórmula. 


»-• * nf {(/ 

0) <s(.t) *rKv 

*< 




Ejemplo.- Calcular el volumen del sólido obtenido al hacer girar alrededor del eje X, 
la región limitada por las gráficas y = x 2 , y = 4x , x = 2. 
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Solución 



= na-2 + 6) = 5n 


V = 5U u 


3.2.3 METODO DE LA CQRTFZA CILlKDRICA.- 

Considercmos una íunción y=f(x) continua en [a,b], donde a>0, y f(x) > 0. 
V x € [a,b] y sea R la región limitada por Ia curva y = f(x), el eje X y las rectas 
verticales x =a, x = b. 



E1 volumen del sólido de revolución S engendrado al hacer girar alrededor del ejc Y 
la region R esta dado por la fórmula: 
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V ^ítí^x fixydx 



OBSERVACION.- 

1) E1 volumen del sólido de revolución generado al hacer rotar alrededor del eje Y. 
la región R acotada por las curvas y = f(x), y = g(x) tal que f(x) > g(x), 
V x e [a.b]. a > 0 es dado por la fórmula: 



2) E1 volumcn del sólido de revolución generado al hacer rotar alrededor de la 
recta x = c, la región R acotada por las curvas y = f(x). y = g(x) donde 
f(x) > g(x), V x e [a.b] y las rectas verticales x = a, x = b. donde a > c es 
expresado por la formula: 
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3) C’uando la región R está a la izquierda dcl ejc de revolución, ci volumcn dcl 
sólido generado esta dado por la fórmula. 




Ejemplo.- Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de Ia región R 
limitada por las curvas y = ln x, el eje X, x = e 2 alrededor del ejc Y. 
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v = m[e 4 -—+-] = n (3c +1) 

4 4 2 


V 


2 


5.2.4 JVfETODO DE LAS SECCfONES PLANAS PARALELAS CONOCIDAS.- | 


i) Si las secciones son perpendiculares al eje X, el volumen del sólido S es dado 
por la fórmula. 

- •• 

donde A(x) es el área de la sección en x. 

ii) Si las secciones son perpendiculares al eje Y, el volumen del sólido S es dado 
por la fórmula. 

donde A(y) es el área de la sección en Y. 



Sección perpendicular al eje X. 



Sección perpendicular al eje Y. 
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EjempKo.- Un sólido tiene una base circuiar de 4 unidades de radio. Encontrar el 
volumen dei sólido si cada sección plana perpendicular al diámetro fíjo es 
un triángulo equilátero. 


Solución 

La ecuación del circulo es x + y -16 el lado del 
triángulo equilátero ABC que es la sección transversai 

„ v AB.CH 

es de 2y, como su area A(x) = 



También se tiene A(x) = 


2 

L 2 4 3 


para triángulo 


equilátero, entonces: 


A(x) = ~ = 4$y 2 = >/3(16 -x 2 ), Luego por simetría se tiene. 

4 

3 4 

V = 2[ A A(x)dx = 2{ 4 43(\6-x 2 )dx = 243(l6x-?-) =^-4l u 3 
Jo Jo 3 3 




© 






Encontrar por integración el volumen de un cono circular recto de altura h unidades y 
de radio de la base “a” unidades. 

Solucién 


La ecuación de la recta L: y =—x 

h 




liiíSv ./ 

fvíh.a) 

¡ \ 


V i / 1 

t / 1 

J 6« x 


2 . na 2 C h 2 . na 2 h 3 

•dy = —— xdx = - u 

h 2 3 


r=^-* 3 


3 
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Delerminar el volumen del sólido de revolución generado al hacer girar alrededor del 
eje X. la región limitada por el eje X y la curva y = -x 2 + 2jc + 3 . 

Solucién 

y = -x 2 + 2x + 3. completando cuadrados. 


y—4 = —(jc —l) 2 es una parábola de vértice V( 1,4). 



Para y = 0 => x 2 -2x + 3=0 
=> x = -1, x = 3 

V = nj^y 2 dx = nj (- x 2 +2x+3)dx 

V = nj 8 (jc 4 -4.t 3 -2x 2 + 12jc + 4 )dx 


v = ™nu' 

15 



Encontrar el volumen del sólido generado por la rotación de la región entre las curvas 
y = x 2 + 4 e y = 2x 2 alrededor del eje X. 

Solucién 



jc 2 =4 => jc = ±2 


15 
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Hallar el volumcn del paraboloide de revdución si el radio de su base es R y su 
altura H. 

Solueión 




Encontrar el volumen cuando el área plana encerrada por y = —x 2 — 3jc + 6, y, 
x + y — 3 = 0 gira alrededor de y = 0. 


Solución 


y = x 2 - 3x + 6 => y - — = -(x + —) 2 parábola 



y = -x 2 -3x + 6 
y = 3-x 


-x 2 -3x + 6 = 3-x 


x 2 +2x — 3=0 => (x + 3)(x—1) = 0 


x = -3, x = 1 

V = n J‘ ^[(-x 2 -3x + 6) 2 -(3-x 2 )]dx 


V=U¡ 1 (x 4 +6r 3 -4x 2 -30x + 27)rfx = —n u 5 
J-3 15 
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Encontrar cl volumen del sólido gcnciado al rotar alrcdcdor dcl cjc X la rcgión 
acotada por la curva y = v' y las rcctas y = 0, x = 2. 



v = n f 2 v 2 dx = n f 2 x h dx 

J(l ' Jf> 


Encontrar el volumen del sólido gcncrado al rotar la rcgión del cjercicio 6 alrededor 
dcl cje Y. 



Hallar el volumen del sólido engendrado hacicndo girar alredcdor del eje OX, la 
superficie limitada por la curva -Jx + -Jy = 4o , y la recta x = 0, y = 0. 



15 
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Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrcdedor de la rccta x = a. ia parte 
de la parábola » 2 = 4 ax . que se intercepta por la misma recta. 

Solución 


Aplicando el métcxlo de la corteza cilindrica se 
tiene: 



r=2[2n|(£7-A)r íík ] 

V =4r\[ (a - x)-\¡4axdx 

Jo 


V = (ax l ‘ 2 -x 3 ' 2 )dx = 8n 4a[ 


T 1 

2ax 

2.v 5 -J 

3 

5 1 


a 


3 5 15 


Calcular el volumen del sólido que genera la circunferencia x~ +(r-3)“ =1 al girar 


alrededor del eje X. 


Solucion 




De la ecuación dc la circunfereneia a 2 +(v-3) 2 =1 despejamos y. es dccir: 
(j -3) 2 = 1 - x 2 , de donde tcncmos: 
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\\ =3+'\/l-Jr , >•, = 3 —— jc 2 

F = 2 tt f 1 ( vf - v? )rf-v = 2/r f*[(3 + Jl-x 2 ) 2 -(3 - jl-x 2 ) 2 dx 
Jo ■ " Jo 



F = 2/t£ 1 2 - J \- x 2 dx = 24n£ j \~- x 2 dx V = 6/r 2 u 3 

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje X, el lazo de la 
curva (x - 4a)y 2 = ax(x -3a), a > 0. 



Solución 


(x - 4a)> 2 = ax(x - 3 a ) , a > 0, entonces: 


2 ax ( x - 3 a ) 

y = -, de donde tenemos: 

jc-4a 


V = = n f* dx 

Jo Jo x-4a 


15-161n2a 2 n , 
- u 

2 


12j Demostrar que el volumen de la parte del cuerpo de revolución engendrado al girar la 

^ -y 

hipérbola equilátera x ~ - y ~ = a ~ , alrededor del eje X, intercepta al plano x = 2a y 
es igual al volumen de la esfera de radio a. 



- a 2 )dx 


Que es el volumen de la esfera 
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Hallar el volumen del sólido de revolución que se obtiene al girar alrededor del eje Y, 
la region encerrada por las curvas v 2 = 2y e v = v 1 -3v + 4 ylasrectas x = 0, 
x = 2. 

Solución 


La ecuación v 2 =2y es una parábola de vcrtice V(0,0) discutiendo la gráfica dc 
y = v s - 3v + 4, para esto calculamos su derivada. 

— = 3v 2 — 3 = 0 => x = ± I los puntos críticos. 

dx 


d 2 v 


= 6v 


d 2 v 


dx~ dx~ 

(-1,6) punto máximo. 


= - 6<0 




3 máximo en x = -1 de donde y = 6, luego 


d 2 v 


dx 2 


* i 


= 6 > 0 => 3 minimo en x = 1 de donde y = 2 


Luego (1,2) es el punto mínimo. 




Sea R la región limitada por v = 6 - 2y 2 , v = 4 v 2 Hallar cl volumen del sólido que 
se obtiene de rotar la rcgión R alrededor dc la n. 2. 
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* 


> 



Solución 



x~ v* 

La base de un sólido es la región limitada por la elipse — + = 1. Hallar el 

a~ b~ 

volumcn del sólido, suponiendo que las secciones transversales perpendiculares al eje 
X son cuadrados. 

Solución 
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•> ■> 


x~ y~ , ■> b~ . ? 2 . 

— + Tr = 1 => >’ = — (a--x~) 

a ‘ £r út 


Calculando el área de la sección transversai. 


4b 2 

A(x) = (2 y ) 2 = 4 v 2 = —— (¿ 7 2 - x 2 ). luego el volumen es: 

a " 


.2p*xVfr-2rít ( « 1 - J r 1 )dSr-it to 2 J( _£_ ) 

Jo Jo fl 2 3 


8¿> 2 3 16fl¿ 2 3 

=-— (fl-) =- U 

a 2 3 3 



16tf£> 2 3 

- u 


16) Una comunidad agrícola ha tenido una sobre producción de papas que desean 
almacenar en un silo, le encargan el proyecto a un ingeniero civil: el se da cuenta de lo 
que desean para el silo es que las paredes laterales estén limitadas por un cono que sc 
obtiene al girar la recta y = x alrededor del eje Y, y el techo del silo por una 
semiesfera de radio a, que se obtiene al girar el arco de circunferencia de radio a y 
centro en (0,a) alrededor del eje Y. Hallar el volumen que puede almacenar el silo. 

Solución 


Graficando 



E1 problema se resuelve trabajando en dos 
partes V = V¡ + V 2 , donde 


Fi=7t[ (Ja 2 -(y-a) 1 ) 2 dy 
Jii 

V¡ = 7T f 2 ° ( 2ay - y 2 )dy 


\ = n(ay 2 -?-) /' = 

J • ü 


2a 2a*n 


3 
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2a 3 7T a 3 7T 3 

-+- = a n 

3 3 


^t) Si el ingeniero que construyo la cistema como una esfera de radio R = 1 desea hallar 
el volumen pero por el método del disco ¿Cómo plantearía el problema?. 



Solución 

Para graficar solo necesitamos ubicar el centro de 
la circunferencia. 

C: (jc —l) 2 + y 2 = 1 dedonde y =-Jl-(jr-l) 2 
ahora aplicamos el método del disco 


V = nj / 2 (x)dx = 7rjjl-(x-l) 2 ]dx = nj^(2x-x 2 )dx 




^8) Un depósito de gasolina tiene la forma de un sólido de revolución que se tiene al girar 


la región en el plano limitado por Ias curvas y 2 -3y = 2x y x — y + 2 = 0 
alrededor del eje X. ¿Cuál es le volumen del depósito? 


Solución 


i 2 9 9 

y~ -3y = 2jc , completandocuadrado v -3y+— = 2x+ — 

4 4 


3 7 9 9 3 

(v —) 2 =2(x + —) dedonde 

19 x " 
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(x + 2) 2 -3(x + 2) = 2x, simplificandotenemos: x 2 +4x + 4-3x-6 = 2x 

, [x = —1 

x _ -x-2 = 0 => (x —2)(x + I) = 0 => < 

[x = 2 


y 2 -3] = 2x => y = 


3 L 9 

—+ .2x+ — 
2 V 4 


F =C,KriR )2 - ( rf^j ,!]dr+ í', l< i + ) 

(' = *fi(2* + V ! / ' +[~ + i(2t+V ! -.t ! -/2 

2 4 / <í,r 4 4 4 3 


. 1 503 41 r— ^ 

P = 7TÍ— +-+ — v41]t+ 

16 32 32 


2x + ^-) 2 -(x+2) 2 ]rfx] 
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13 Para una campaña publicitaria sc desca hacer la cisterna de un camión para transporiar 
voguri de una t'orma muy cspccial. Un ingcniero civil acepta cl reto de resolverlcs cl 
problcina. cl se da cuenta quc ias parcdes de la cistcrna, cstán gcneradas por un solido 
dc rcvolucion obtcnido al girar un arco de y = sen x alredcdor del eje X ¿Qué 
volumcn dc vouurt pucdc transportar cl camion?. 


Solución 




-> 

n’ 



3 


L2.6 PROBLEMAS PROPDESTOS.- 


© Hallar el volumen de tronco dcl cono generado al gírar el área limitada por 
2y = 6 - x. y = 0, x = 0, x = 4 alredcdor del cjc X. Rpta. ~ n // 3 


© Hallar cl volumen del soltdo gcnerado por la rotación dc la región R limitada por la 

n -Ji 

curva v’ = e' sen e'. x = 0 . x = ln(—) alrcdedoi dcl eje X. Rpta. (cos 1 ——) 

(T) Hallar el volumen dcl sólido gcnerado por la rotación de la regtón plana defmida por 
a : -M’ < 20, v' 2 < 8.v , y > 0, alrcdedor del cjc X. Rpta. y (8<b/5 - 64)// ^ 
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Hallar el volumen üel sólido dc revolucion obtemdo al rotar alrededor de la recta 
y = -1 la región comprendida cntre las curvas v = v 2 y y = -Jx . 


Rpta. 


29n 3 

- u 

30 


© Hallar el volumen que genera la superñcie limnada por la curva v = 4- v 2 . v = 0 . al 
girar alrededor del eje X. 


© 


^ 512 _ 3 

Rpta. — n u 


15 


© Hallar cl volumen del solido generado al girar sobre el eje OX. la región hmitada por 


las curvas v = ^J-x 2 +1, v = sj-x 2 +4 . Rpta. — n u 1 

3 

(l) Calcular el volumen del solido engendrado al rotar alrededor del ejc Y la figura 


acotada por la curva ( -) 2 + (—)’ 2 =1. Rpta. 

a h 


4Ua~h 


© Hallar el volumen del sólido obtenido al rotar la región limitada por el pnmer la/o de 
b curva v = e ' sfscñx , y cl ejc X positivo, aírededor de la recta y = 0. 


Rpta. j(l-e 2n )u' 


Dada la regi. n plana R en el primer cuadrante limitada por 3y- 4\ = 6 , 4v - 3x = X, 
v 2 + (v - 2 ) 2 - n 5 . Hallar el volumen generado. si se rota R alrededor del ejc X 


_ 4 9n ^ 

Rpta. - u 

20 


Hallar el volumen dcl sólioo engendrado haciendo girar alrededor del ejc OY. el arco 
de la parábola v 2 = 2 px comprendido entre el origen y el punto (a, , y,). 
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© Hallar el voluraen que genera la superficie limitada por y 2 = x 3 , y=0, x = 0, y, 
x = 4 al girar alrededor del eje X. Rpta. 64 n u 3 


© 


A la parábola y 1 =12jc, en el punto cuya abscisa es 6 se ha trazado una tangente. 
Calcular el volumen del sólido generado al girar alrededor del eje X, la región limitada 
por la tangente trazada, el eje X y la parábola. Rpta. 7211 u 3 


^3) Calcular el volumen generado por la rotación de la superficie encerrada por y 2 = 4x, 
x = y alrededor del eje X. 


Rpta. yfl u 3 


^4) Hallar el volumen engendrado por el área menor comprendida entre las curvas 
x~ +y~ =25 y 3x~ =16 y al girar alrededor del eje X. Rpta. n u 3 

(js) Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OX, la superficie 

3/r 

comprendida entre las parábolas y = x 2 , y = *Jx . Rpta. —w 3 


^ó) Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la región limitada por las 
curvas x + y 2 +3y = 6, x+y=3 alrededordelarectay = 3. Rpta. — II u 3 


17) Calcular el volumen generado al hacer rotar la región encerrada por las curvas 
(y- 4) 2 = 4-4x, y + 2x = 2, gira airededor de la recta y = -1. Rpta. 10811 u 3 

© Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la región limitada por 

y 2 = 4(2-x), x = 0 alrededor de la recta y = 4. Rpta. n u 3 

3 

(l9) Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la región limitada por 

y = arccosx,y = arcsenx,x = 1 alrededor delarecta y = -l. Rpta. (16 -n 2 )—u 3 

4 
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Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje X, la superficie 

X 

limítada por la catenaria v = a cosh(—), el eje X y las rectas x = ± a. 

a 

Rpta. ^-^-(e 2 +4-e" 2 )« 3 


(£í) Hallar el volumen engendrado por el área comprendida entre las curvas y 2 = 9jc, 
x 2 = 9y al girar alrededor del eje X. 


o . 2187 3 

Rpta. —— k u 


10 


Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OX, la curva 

3 2 

y = sen 2 x en el intervalo x = 0 hasta x = n. Rpta. —— w 3 


(23) La región limitada por las curvas x 2 y 2 = 1; y(x 2 + 3) = 4 gira alrededor de la recta 

16 JJ 2 

y + 1 = 0. Hallar el volumen del sólido que se genera. Rpta. (— ^ ——-ln9)w 3 


Encuentre el volumen del sólido generado por la rotación alrededor del eje X de la 


región limitada por las curvas y = e *, x = 0, x = 1, y = 0. 


Rpta. 


e 2 -l 


n 


x 2 y 2 

Calcular el volumen que genera la elipse — + — = 1, al girar alrededor del eje X. 
a 4 3 


Rpta. 8n m 3 


Un ingeniero civil piensa que para almacenar agua, una cisterna debe tencr la forma de 
una esfera y construye una en la azotea de su casa de radio R = lm, y desea encontrar 
el volumen que puede almacenar pero planteándolo como un problema de integral 


defmida por el método del anillo. 


Rpta. V = ^-u 2 


( 27 ) Hallar el volumen. del sólido engendrado por la rotación de la región entre las curvas 


n 


y = tg x, x = — , y = 0, rota alrededor del eje X. Rpta. (a/3 - —)n u 3 
3 - 3 
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(28) Calcular el volumen del sóiido engendrado por la rotación de ia región entre 


© 


© 


n 


y = sen x, y = sen jc , el eje X, y 0 < jc < — y rota alrededor del eje X. 

Rpta. (yjV 
4 

(S) Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotación alrededor del eje OX, de la 

q5 

superficie limitada por el eje X y la parábola y = ax -x 2 , a > 0. Rpta. —Il« 3 
(30) Determinar el volumen del cuerpo de revolución engendrado ai girar la Cisoide de 

7 1 C ¡ 

Diocles y (a-x) = x alrededor del eje X entre x = 0 hasta x = — . 

Rpta. o 3 (ln2—j>n u 3 


Hallar el volumen del toro de revolución engendrado por la rotación del circulo 
x 2 +(y—Z>) 2 = a 2 , alrededor del eje OX, con b > a. Rpta. la 2 bn 2 u 3 


Hallar el volumen generado en la rotación del área limitada por y = x 2 , y = 4x -x 2 
alrededor de la recta y = 6. 


64 , 

Rpta. j-n« 3 


Encuentre el volumen del sólido que se genera si la región acotada por la curva 
y = sen 2 x y el eje X de x = 0 a x = n gira alrededor de ia recta y = 1. 

2 

t» . 3 

Rpta. ~y~ u 

( 34 ) Calcular el volumen del sólido engendrado al hacer girar la región Iimitada por la 

n i n 2 ^ 

gráfica y = arcsen x, y = 0, x = -1, alrededor del eje Y. Rpta. - -u 3 


( 35 ) Hallar ei volumen generado al hacer girar la curva y = x 2 +1 alrededor del eje Y 
desde y = 1 a y = 5. Rpta. 87r u 3 
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Encuentre el volumen del sólido generado al girar la región acotada por la curva 
y - sen 2 x y el eje X de x = 0 a x = rc gira alrededor de la recta x = 4. 

« 64 3 

Rpta. — n t/ 3 

( 37 ) Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OY, la parte de la 
parábola y 2 = 4ax , que intercepta la recta x = a. Rpta. ^ 11« 3 u 3 


© 


Calcular el volumen engendrado por el área menor comprendida entre el círculo 
x 2 + y 2 = 25 y la recta x = 4 al girar alrededor de la recta x = 6. 

Rpta. 2(150arcsen—-90)11 u 3 

Encuentre el volumen del sólido generado al girar sobre el eje Y, la región limitada 

2 7 ^ 

por la curva y = (jc-1) , el eje X y la recta x = 3. Rpta. — n u 


@ Calcular el volumen engendrado al girar alrededor del eje Y, el área comprendida 


entre las curvas y = jr, y 2 = 2 -x , x = 0. Rpta. 


32^2-34 


15 


n u 


Hallar el volumen del cono eliptico recto cuya base es una elipse de semi-ejes a y b y 
cuya altura es igual a h. Rpta. n u 3 


(42) Calcular el volumen del sólido de revolución que se obtiene al hacer girar alrededor de 
larecta x = 1 , la región limitada por los gráficos de y = | jc 2 — 2 jc —3 1 , y+l=0. 


x—2 = 0, x —4= 0. 


Rpta. 17/T u 3 


^ 3 ) Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la región limitada por 
a 2 y 2 -b 2 x 2 =a 2 b 2 , |xj = a, alrededor del eje Y. Rpta. — n u l 


3 
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( 44 ) Hallar el volumen del conoide eiíptico cuya base es una elipse x 2 +2y 2 = 12 y cuya 

alturaeslO. Rpta. 20-yfIn n 3 

( 45 ) Calcular el volumen del sólido generado por la rotación, alrededor del eje Y, de la 

32 

gráfica acotadapor lacurva x 2n +y 2Ji =a 2,i . Rpta. — o 3 n u 3 


( 4 ^) Encuentre el volumen del sólido generado por la rotación del eje Y, de la región 
exterior a la curva y = x 2 , y entre las rectas y = 2x — 1, y = x + 2. Rpta. —11 n 3 

( 47 ) Calcular el volumen del sólido engendrado por la rotación de Ia región entre 
x 2 +y 2 =9 y 4jc 2 +9y 2 =36 (regiónen el primer cuadrante) alrededordel eje Y. 

Rpta. 6ÍT u 3 

(48) Calcular el volumen dei sólido engendrado por la rotación de la región entre las curvas 
y = cosx, y = 0, x = 0, donde x es mayor igual a cero y menor igual a y, rota 


alrededor del eje Y. 


Rpta. n(n-2)w 


Hallar el volumen del sólido de revolución generado al hacer girar alrededor de la 
recta x =-5, la región acotada por la curva y = x 2 -6x + 13 y la rectax — y+ 3 = 0. 

Rpta. -^n « 3 

Hallar el volumen generado en la rotación del área limitada por y~- jc 2 -3x + 6, y 

153 

larecta x + y—3 =0alrededordelarectax = 3. Rpta. fl u 3 


51} E1 segmento de la recta que une el origen de coordenadas con el punto (a,b) gira 

b 

alrededor del eje OY. Hallar el vdumen del cono obtenido. Rpta. —^—11 u } 
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© 


© 


Hallar el volumen generado en la rotación del área limitada por x = 9~y z , 
x — y— 7 = 0 alrededor de la recta x = 4. 


153 * 

Rpta. —^-11 u 3 


Hallar el volumen generado en la rotación del área limitada por x 2 —4 = y, y = -3x 

625 

alrededor de la recta x = 1. Rpta. -n u 3 


© 


n 


E1 área acotada por las curvas y = cos x, y = sen x entre x = 0 y x = — es rotada 

4 


n 


alrededor del eje x = —, ¿Cuál es el volumen V del sólido generado?. 

R 

Rpta. 2n-n 2 (l -)« 3 


Calcular el volumen del sólido generado por la región que quede debajo de 
y = 1 + sen x, sobre el eje X entre x = 0 y x = 2 n rotado alrededor del eje Y. 

Rpta. 4n 2 (n-l)u 3 


Calcular el vdumen generado por la región comprendida entre las curvas 
2 2 

—+^- = 1. x 2 +y 2 =4 , algiraralrededordelarectax = -3. Rpta. 127r 2 u 3 
9 4 



Calcular el volumen generado al rotar la región encerrada por la curva 
jc 2;3 + y 2/3 = I alrededor de la recta x = 4. Rpta. 3n 2 u 3 


(§§) Sea R la región plana limitada por L x : 3x+4y = 8, L 2 : 4x+3y = 6, y la curva 


de curvatura constante k = — con respecto a la intersección de L x y L 2 . Calcular el 
volumen de sólido que se obtiene al rotar R alrededor de la recta x = 0 
(considerex< 0). Rpta. (^-Yl+^-Yl z )u 3 
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( 59 ) Hallar el volumen generado por la rotación de la región limitada por las curvas 
j = x 3 + 2. 2>’ = jc 2 + 2x +1, alrededor de la recta x = 4. Rpta. n u y 


Encuentre el volumen del sólido de revolución que se forma al rotar alrededor de la 
recta x = 4, la región acotada por y = x -6x +8jc , >’ = x ~ - 4jc , donde en ambos 

casos x € [0,4]. Rpta. 60.86 n u 3 


61) Calcular el vdumen generado al rotar la curva y = x 2 e x alrededor de su asintota 

„ 4 n 5 3n^Í2n 3 
Rpta - ijl ( 2^ ~32~ U 

(S) Hallar el volumen del sólido óbtenido al rotar la región acotada por y = x 2 , al eje X 

1 7tt 

ylarecta x = 1, alrededor de la recta y=2. Rpta. -^-n 3 


Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la región R limitado por 
x 2 + (y - 3) 2 = 1 alrededor de la recta y = 0. Rpta. 6n 2 u 3 


(m) Calcular el valor del sólido obtenido al hacer girar la región R limitada por 


© 


9 28 71 

x 2 + >- 2 = 1, x~ + y 2 = 4 alrededor de la recta x = 0. Rpta. ——, u 3 

2 2 

x y 

Hallar el volumen obtenido al girar la elipse —+ ^y = 1 alrededor de: 

a o 

a) elejeX b) elejeY c) larecta x = 0 d) larecta y = b 


© 


„ v Anab ¿ Lv 4 2 , »-. 22 , 

Rpta. a) —-— b) -jTra 6 c ) 2 n ¿ a ¿ b 


2„u2 


d) 2n ab 


Calcular el volumen del sólido obtenido al hacer girar la región R limitada por las 

256 

curvas x = y 2 , x = 8 - y 2 alrededor de la recta x = 0. Rpta. — nu 3 
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(ó7) Calcular el volumen generado por el área comprendida entre las curvas y = —, 
y = 2-Jx , ai girar alrededor del eje Y. Rpta. ^^-u 3 


Calcular el volumen generado por el área comprendida entre las curvas 
x 2 y 2 +16v 2 = 16, x = 0, y = 0, x = 0, al girar alrededor del eje X. Rpta. /t 2 k 3 

(S) Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la región limitada por las 
curvas dadas alrededor de la recta dada: 


a) y 2 = x , y = x 2 alrededor de x = -2. 


b) >’ = 4-jc 2 , y = 0 alrededor de x = -2. 


« 49 _ , 

Rpta. —n u 
30 


„ 128 „ 3 
Rpta. -y-n u 


c) y = x 3 -5x 2 +8jc-4, y = 0 alrededor dey = 0 


Rpta. ——— w 3 
105 


1 3 

d) y = -Jx - — j= , x = 1 , x = 4 , y = 0 alrededor de y = 0. Rpta. (In4 + — )I1 k 3 

*Jx 2 

e) y = -Jx —^,x = l,x = 4, y = 0 alrededordey =-2. 

■Jx 

Rpta. (In4 + ^y)nw 3 

2 * 

f) y = e*, y = 0, x = 0, x = 1 alrededor de x = 0. Rpta. (e-l)n u 


g) y = x + 2, y 2 -3 y = 2x alrededor de y = 0. 


45 1 

Rpta. —nu 


h) y = V4-JC 2 , y= 1, x = 0. x = -j2 alrededor de y = 0. Rpta. 2n-j2 iv 3 


i) x + y=l, -Jx+-Jv= 1 alrededordex = 0. 


« 4 1 

Rpta. —nu 

5 
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© 


j) y = 3x 2 , y = 4-6x 2 alrededor de x = 0. 


k) x 2 y 2 +16 y L =16, x = 0, y = 0, x = 4 alrededorde x = 4. 


» * 8 * 3 
Rpta. —u 
9 


Rpta. 32tt[1 -^jl + ln(-^L)]M 3 

V2 

La base de un sólido es un circulo de radio a, si todas las secciones planas del sólido 
perpendiculares a un diámetro fijo de la base son cuadrados, hallar el volumen del 


sólido. 


« * 16 « 3 

Rpta. - u 


(7l) Un círculo deformable se mueve de manera que uno de los puntos de sus 

2 2 

x y 

circunferencias se encuentra en el eje X, el centro describe una elipse —+= 1 y 

a b 

el plano del círculo es perpendicular al eje X. Calcular el volumen del sólido. 

8 n ab 2 


Rpta. 


-u 


© 

© 


La base de un sólido es un circulo de radio r. Todas las secciones transversales del 
sólido, perpendiculares a un diámetro fijo de la base son cuadrados. Determine el 


volumen del sólido. 


Rpta. ^r 3 u 3 


Hallar el volumen del sólido, cuya base es un círculo de radio 3 y cuyas secciones 
planas perpendiculares a un diámetro fijo son triángulos equiláteros. Rpta. 3&J3 u 3 

Un cilindro círcular recto de radio r es cortado por un plano que pasa por el diámetro 
de la base bajo un ángulo a respecto al plano de la base. Hallar el volumen de la parte 


separada. 


2r 

Rpta. (-tga)w 3 


2 2 

x y 

La base de un sólido es la región limitada por la elipse — + —— = 1, hallar el 

a~ b 2 

volumen del sólido, sabiendo que las secciones transversales perpendiculares al eje X, 


son triángulos equiláteros. 


Rpta. 


4 at/ 


■u' 
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(7ó) La base de un cilindro es un círculo de radio 3. Todo plano perpendicular a un 
diámetro dada intercepta al sólido en un cuadrado que tiene un lado en la base del 


sólido. Calcular el volumen del sólido. 


Rpta. 144 u' 


© 


© 




© 


Un círculo móvil se encuentra en un plano perpendicular al plano XY de modo que 
los extremos de un diámetro están sobre las parábolas de ecuaciones 

(x - 2) 2 = 2(y+l), 3(x-2) 2 = 8(y-l), Hallar el volumen del sólido que genera 
dicho círculo móvil si el diámetro en mención es paralelo al eje Y y se mueve en la 


región encerrada por ellas. 


_ . 64n 3 

Rpta. -tr 

15 


Un sólido tiene por base un círculo de radio 1 y sus intersecciones con planos 
perpendiculares a un diámetro íijo de la base son triángulos rectángulos isósceles 
cuyas hipotenusas son las respectivas cuerdas de los círculos. Determinar el volumen 


del sólido. 


Rpta. —u 3 


La base de un sólido es un círculo limitado por x 2 + y 2 =25 y las secciones 

transversales perpendiculares al eje Y son triángulos equiláteros. Calcular su 
volumen. 


Dos cilindros de radio R se cortan perpendicularmente. Hallar el volumen de su 
intersección. 


Rpta. ~^ 3 


La base de un sólido es un circulo de radio 2, si las secciones transversales 
perpendiculares a la base son triángulo isósceles con un cateto como base. Hallar el 


volumen del sólido generado. 


Rpta. 


La base de un sólido es una elipse cuyos ejes miden 20 y 10 unidades; la intersección 
de ese sólido con un plano perpendicular al eje mayor de la elipse es un cuadrado. 


Calcular el volumen del sólido. 


„ 4 32000 3 

Rpta. - u 3 


3 
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© 


© 


© 


La base de un sólido es la región entre las parábolas y = x 2 , y = 3- 2x 2 . Hallar el 
volumen del sólido si las secciones transversales perpendiculares al eje Y son 
triángulos rectángulos isósceles, cada uno de ellos con la hipotenusa sobre el plano 


XY. 


Rpta. — m 3 


La base de un sólido es la región limitada por y = 1 -jr 4 . Las secciones transversales 
del sólido determinadas por planos perpendiculares al eje X son cuadrados. Encontrar 

el volumen dcl sólido. 


r. 16 1 

Rpta. —u 


315 

A una naranja de forma esférica y de radio a por medio de dos semiplanos, que pasan 
por un mismo diámetro formando entre si un ángulo de 30° se le extrae una tajada. 

Determine el voiumen del resto de la naranja. Rpta. n a 3 n 3 

1 1 
X~ y“ 

Encontrar el volumen del sólido encerrado por el paraboloíde — + — = r y el plano 


z = 10. 


Rpta. 1000n 


_ 2 _2 

(¡87) Hallar el volumen del segmento parabólico eliptico +-^— = x interceptado por el 


plano x = a. 


Rpta. a^-Jpq fl m 3 


E1 sólido de revolución se forma por la rotación alrededor del eje Y. de la región por 
la curva y = -fx, el eje X y la recta x = c (c > 0). Considere los elementos 
rectangulares de áreas paralelas al eje de revolución para determinar el valor de c que 


dará un volumen de 12fl u : 


Rpta. c = 1J2Í44 


Se hace un agujero de 2 cm. de radio através dc un sólido de forma esférica con un 
radio de 6 cm; siendo su ejc un diámetro de la esfera. Encuentre el volumen de la parte 

184 


Rpta. 


n m' 


restante del sólido. 
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® Se hace un hoyo de 2^/3 pulgadas de radio através del centro de un sólido de forma 
esférica con un radio de 4 pulgadas. Encuentre el volumen de la porción del sólido que 


fue cortada. 


_ 224 _ 3 

Rpta. - n u 


© 




Hallar el volumcn del obelisco cuyas bases paralelas son rectángulos de lados A.B y 
a,b respectivamente y la altura h. 


^ h, , Ah + aB , ¡ 
Rpta. —(ah+ 1 -ah)u 


La base de un sólido de un círculo con un radio de 9 pulgadas y cada sección plana 
perpendicular a un diámetro fijo de la base es un cuadrado que tiene una cuerda del 

circulo como diagonal. Encontrar el volumen del sólido. Rpta. 1944 pu\g' 

Encontrar el volumen del tetraedro que tiene tres caras mutuamente perpendículares y 
tres aristas mutuamente perpendiculares cuyas longitudes tienen medidas a,b y c. 

„ abc 3 

Rpta. - u 


($4) Hallar el volumen del sólido de revolución formado al girar alrededor del eje X. la 

región D acotada por las gráficas de las curvas F(x) = 4-^(x-4) 2 , 

2 i 144 , 

G(x) = l + — (x-4) ¿ y lasrectas x = 2, x = 6 . Rpta. ;r[60-64(-)]« 

9 1215 

Hallar el volumen del sólido generado, al rotar alrededor del eje X la región limitada 
porlascurvas C: y = ax-x~, a>0, C x \ y = 0. 


La región limitada por la circunferencia x 2 +y 2 + 2x + 2y-2 = 0, girar alrededor de 
la recta y = 3, calcular el volumen del sólido generado. 


m areade 


a) DEFINICION,- E1 área de una superficie S obtenida por la rotación alrededor 

del eje X, del arco de la curva y = f(x) entre los puntos x = a 
y x = b es definida por medio de la fórmula. 
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OBSERVACION. 



t, 


1 ) Si la curva y = f(x) se hace rotar alrededor de la recta y = c se obtiene una 
superficie de revolución, cuya área es expresado por la fórmula. 




2 ) Si la ecuación del arco de una curva está dado por la eeuación y = g(y), 
V y e [c,d] en donde g es una función con derivada continua en [c,d] entonces el 
área de la superficie engendrada por la rotación alrededor del eje OY del 
arco de la curva x = g(y) entre Los puntos y = c, y = d es expresado por la 
fórmula. 
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AÍS v y=2 nf X, 

í ( £ dX \ 2 i 

1+ (r~~ydy 

' Jt \ 

dy- 



3) Si la curva x = g(y) se hace girar alrededor de la recta x = k, el área de la 
superficie de revolución está expresada por la fórmula. 



Ejemplo.- Hallar el área de la superficie del “Huso”, que resulta al girar una semi- 
onda de la senusoide y = sen x alrededor del eje OX. 

Solucion 


dv 

y = sen x => — = cos x 

dx 


Como y4(5 T ) = 2ní yJl+(—) 2 =2nf J\+cos 2 xsenx dx 

Ja V dx J o 


= —2I~I(-——Vcos 2 jc + 1 + —ln|cosx+-\/l +cosx |) 


A(S X ) = -n(-2^2 -1 n(l + -J2 ) + ln(-1 + Jl)] 


/. A(S x ) = 2U[^2+\n(l + ^2)]u 2 
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Ejemplo.- Hallar el área de la superficie engendrada al rotar alrededor del eje Y, la 
hipocicloide x 2 3 +y 2 3 =a 2 3 

Solución 



. 1/2 


= 2f { a 2 "-y 2 '*) 2 ' 2 ±— dy^Ua^i 

Jo j I/3 


,„ 2/3 2 / 3 \ 5/2 

(g -y ) i / a 
5/2 J/o 


¿(S y )= 


12 a ¿ /r 2 


u 


[33,1 PROBLElVtAS PROPUESTOS,- 


Hallar el área de la superficie generada haciendo girar la curva y — 2^¡6—x , x e [3,6] 
alrededor del eje OX. Rpta. u 2 



Hallar el área de la superficie engendrada por la rotación, alrededor del eje OX, del 
arco de la curva y = e x comprendida entre x = 0 y x = +oo. 

Rpta. [sf2 + \n(\ + j2)]Tl u 2 



Hallar el área de la superficie del tronco engendrado por la rotación del circulo 
x 2 +(y-b) 2 =a 2 alrededor del eje OX (b > a). Rpta. 4 ab n 2 u 2 



Hallar el área del elipsoide de revolución que se obtiene al hacer girar la elipse 

*> *> 

X ~ y 

-—+— = 1 alrededor de: 

25 16 
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a) Su eje mayor. 


b) Su eje menor. 


Rpta. 

Rpta. 


100 2 2 
2(16 + -^-arcsen —)n u 


OA 

(50 +—ln4)rr u 2 



Calcular el área de la superficie formada por la rotación alrededor del eje X del arco 
delacurva 4y = x 2 — 2lnx entre x=l y x = 4. Rpta. 24zr u 1 



Calcular el área de la superficie de revolución que se obtiene al rotar, alrededor del eje 
X, el lazo de la curva 9 ay 2 =x(3a-x) 2 Rpta. 3a 2 n u 2 





Hallar el área de la superficie engendrada por la rotación de la parte de la tangentoide 

K 

de y = tg x, comprendida entre x = 0 y x=— alrededor del eje OX. 

4 

Rpta. [n(S -a/ 2) + n ln (~l — )it 2 

V5 +1 


En la figura se dan las dimensiones de un espejo parabólico AOB. Hallar la superficie 
de este espejo. 



Hallar el área de la superficie (denominada Catenoide), engendrada por la rotación de 

x 

la catenaria y = a. cosh(—) alrededor del eje OX, entre los límites x = 0 y x = a. 

a 

2 

Rpta. —^(e 2 —e 2 +4)11 u 2 
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@ Hallar el área de la superficie engendrada por la rotación del eje OY, del arco de la 

curva y = a cosh _l (—) desde x = a hasta x = a cosh 1. 
a 

a 2 2 

Rpta. — (2 + senh2)IT u 

© Hallar el área de superficie de revolución de la curva x = —- —— ln y , alrededor del 

e 4 -9 2 

eje OX, comprendida entre y= 1, y =e. Rpta. -n u 

16 

@) Hallar el área de la superficie cuando la curva 2jc = y^jy 2 -1 + ln| y +-Jy 2 -11, 


y e [2,5], gira alrededor del eje OX. 


Rpta. 78 n u 1 


(l^) Hallar el área de la superficie de revolución que se obtiene al girar alrededor del eje 
OX, la curva dada por y 2 = 4ax , desde x = 0 hasta x = 3a. Rpta. —a 2 n u 2 


Calcular el área de la superficie de revolución que se obtiene al hacer girar el arco de 
lacurva y = 2-e x , desde x=0 hasta x = 2 alrededor dela recta y = 2. 


Rpta. [e 2j \/l + e 4 +ln( e —)n u 2 

1 + 'v 2 

^5) Hallar el área de la superficie de revolución formada cuando la curva indicada gira 
alrededor del eje dado: 

a) y = x 3 , x e [1,2] alrededorde y = -1. 

b) y=ln(x — 1), xe[2,e 2 +1] alrededorde x= 1. 


c) y = 2x, x e [0,2] alrededor de x = 1. 


d) y = 4 + e', x e [0,1] alrededorde y=4. 
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© Hallar el área de la superficie generada por la rotación entomo al eje Y, de cada una 
de las siguientes curvas: 


a) x = y*, y e [0,3] 


Rpta. ^[(730) 5 ' 2 -1] u 1 


b) 2y = x^lx 2 -1 +¡n(x—')lx 2 -1), x e [2,5] Rpta. 7811 u 2 


,1 2 


n7) Hallar el área de la superficie engendrada al girar la elipse + —- = 1, (a > b) 

a 2 b 2 


alrededor de: 


a) E1 eje OX. 


/ fl 2 

Rpta. 2nb ¿ + arcsen E, donde E =- 

E a 


2 . labit 


b) E1 eje OY. 


a. 'i 2 b 2 n . ,1 + E. , . „ 'vo 2 -b 2 

Rpta. 2na +-ln(-) donde E = - 

E 1 -E a 


© Hallar el área de la superficie generada cuando la curva y = —x ln -—x 1 ' 2 , x e [0,4] 
gira alrededor del eje X. 


424jt 2 

Rpta. - u 

F 15 


© Hallar el área de la superficie generada por la curva y 2 -21ng = 4jc, al girar 
alrededor del eje X. 


d . l0n 2 
Rpta. - u 


© Hallar el área de la superficie generada por la rotación de la curva 6 c 2 xy = y 4 + 3c 4 
esde x = c hasta x = 3c, alrededor del eje X. Rpta. c 2 7r(20 + in3)N 2 

( 21 ) Hallar el área de la superficie de revolución que se obtiene al girar alrededor del eje X, 
laregión R limitadapor las curvas y 2 +4jc = 21n>\ y = 1, y=2 Rpta. 
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Hallar el area de la superficie de revolución que se obtiene al girar alrededor del eje X, 


x 1 

la región R limitada por las curvas v = — + —, x e [ 1,3] 

6 2x 


n 208 

Rpta. - n 

9 


3.4 LQNGIfUDPEARCQ^ 

Consideremos una función f con derivada continua en el intervalo [a,b] y una partición 
P = ]x n ,x,.x„| del intervalo [a.b] que defma una poligonal formada por 

los segmentos rectilineos desde P i X (x,^,, /(x,_,)) hasta (x,, f(x f )) para 
i = 1.2.n. 






IM: 


por lo tanto la longitud de la poligonal definida por la partición P es: 



a) DEFINICION.- Sea f: [a,b] -> R una fiinción con derivada continua en 

[a,b]; si existe un número L de tal manera que: 
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entonces diremos que el arco P 0 P„ de la curva y = f(x) es rectificable y al 
número L se le Uama la longitud del arco de la curva y = í(x) desde el punto 
P 0 (a, /(fl)) hasta el punto P„ (b, f (b)). 

b) TEOREMA.- Sea f: [a,b]-> R una fimción con derivada continua en [a,b], 

entonces la longitud del arco de la curva y = f(x) desde el punto 
cuya abscisa es a hasta el punto cuyo abscisa es b es expresado por la fórmula. 



Demostracién 


Consideremos unapartición P = {x 0 ,x¿ . x n } del intervalo [a,b], tal que: 

a-x o <<...< x„ = b. 



del triángulo rectángulo AP¡ de la figura se tiene: 

|/^|= 1 /(A l *) 2 +(A l .y) 2 ...(1) 

donde A¡x = Xj -jc,-., y A í > =/(jc j )-/(jc / _ 1 ). Luego a la ecuación (1) 
podemos escribir asi: 
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Como f es continua en [jc t l , x, ] y f'(x) existe en [jc^.jc, ], entonces por el 
teoremadel valor medio 3 c, e[Jí f l ,x,] tal que: 




f(xi)-f(xn) A fy 


x¡ -x¡ i 


A¡x 


... (3) 


Luego de (3) y (2) se tiene: | P¡_ X P¡ |= -Jl + (/'(c, )) 2 A¡x entonces 


L = lim^ ^l + (/'(c, )) 2 A,x = J n/l + (/’(*)) 2 dx 




1+Á 2 dx 
dx 


OBSERVACION,- Si g: [c,d] - > R es una fiinción continua en [c,d], entonces 

la longitud del arco de la curva x = g(y) desde el punto 
A(g(c),c) hasta el punto B(g(d),d) es expresado por la fórmula: 



[3.4.Í PROBLEMAS&ESMRblCL:y>0S.- 



Hallar la longitud del arco de la parábola 6 v = x 2 desde el origen de coordenadas al 

tt 

punto (4, j). 


Solución 































442 


Eduardo Espinoza Ramos 


Como 6 > =jc 2 


dy 

dx 


x 

3’ 


de donde 


L = f 4 jl + (^~) 2 dx = f 4 Jl + —dx = - f 4 -¡9 + x 2 dx 
M dx Jo\ 9 3 J 0 

L=j[jt/ 9^+~\n\x+4x 2 +9\]/ 4 o 

= —[(10 + — ln9)-(0 + — ln3)] = —[10 + — ln3] L =-(10 + -ln3)w 

3 2 2 3 2 3 2 

© Encontrar la longitud de la circunferencia x 2 +y 2 -a 2 


Solución 



=2fl íl 


dx 


= 2 a arcsen— /“ a = 2 a[arcsen(l) - arcsen(-l)] = 2a(~- + ~) 


Vfl 2 —j 


n n _ 

2 2 


L = 2rtau 



Calcular la longitud del arco de la parábola semicúbica y 2 =x 3 desde el origen del 
coordenadas hasta el punto cuyas coordenadas son x = 4, y = 8 . 


Solución 


y 


2 



y = x 


3/2 


dy 

dx 
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L= f Jl+(— ) 2 rfv= f\|l + — dx = ~ <10^/10-l)w 
J» V dx Jo M 4 27 


© 


Hallar la longitud total de ia hipocicloide x 2 ' 1 + y 2 3 = a 2 ' 3 


Solución 



_. 2 / 3 , 2/3 _ _ 2/3 . „_._ 2/3 2 / 3 . 3/2 

x + v =o => y = (fl -x ) 


dy -i/ 3 / 2/3 2 

—=x Vfl -x 


a x d* 


/3 


L =<fW d * 


¿ = 4f"Jl + * ^ , (fl 2 ' J -x 2,, )dv = 4f"Ví 2,5 <l 2 ' 3 * 

Jü Jo 



x 1/3 fl l,3 í/x = 6x 


2,3fll/3 




Sea R la región del plano limitado superiormente por x 2 + y 2 =2 e inferiormente 
por x 2 = -v 3 - Halle la longitud del contomo de la región R. 



Solucién 

Calcular los puntos de intersección. 




v 


- v 2 + 2 = 0 


de donde y = -1 


A(l,-1) y B(-l,-l) 


L- 2( L ar + L oa ) 


... (a) 
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Calculando L-^ se tiene x = ^2~y 2 , x > 0 

= f _ = J 2 arcsen(-^r) /^” = -/2 [arcsen 1 - arcsen(— J=)l 

J-i /'»! " 2 Jl ' -v/2 


= -v/2[arcsen 1 + arcsen(—1=)] = ->/2[— + — ] = 

J2 " ' 


‘2 4' 


^AC 


3^2n 


u 


... (1) 


Calculando Lq- a setiene x = ^j-y 3 , x>0 




1 + (J=) 2 dy 


V- 


=£f?- 1 


integrando 


¿53 =^(13>/B-8) 


... ( 2 ) 


reemplazando (1) y (2) en (a) se tiene: 


. ^,3j2n 13-\/l3-8 . . . _ jV2?r 2^13-16, 

L = 2(-+-) de donde L = (-+- )u 


27 


27 


© 


2 

Hallar la longitud del arco de la curva 8>- = x 4 +— desde x = 1 hasta x = 2. 

x~ 


Solución 


8 v = x 4 +4* 


*_V «> 

dx 2 r 3 
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C°mo 


© 


1 ,JC 4 1 . «2 


= í |— (x 6 +2+-~)dx = — f (x 3 +~)dx =—(— - ~) r 

Ji\4 x 6 2 Ji y x 3 ' 2 V 4 2x 2 /l 


\. iA K , * l Iv, !r 31 ! i 33 

= -[(4-—)-(—-—)] =Ttv + 7l = T7 w 
2 8 42 284 16 


3*4.2, PROBLEMAS PROPUESTOS.- 


Hallar la longitud del arco de la curva y 2 = 4x-x 2 , comprendido entre los dos 
puntos en que corta al eje X. Rpta. L= 2ku. 

© Hallar la longitud del arco de la curva y = ln x desde x = fí hasta x = fí. 

1 3 

Rpta. (1+—ln —)u 

2 2 


Hallar la longitud del arco de la parábola semicúbica 5>- 3 =x 2 comprendida dentro 
de la circunferencia x 2 + y 2 =6 


D . 134 

Rpta. —u 


27 


© Calcular la longitud del arco de la curva y = e x entre los puntos (0.1) y (1 ,e). 


„ nr~, , (Ve 2 +l-l)(V2+l) 

Rpta. Vc 2 + 1+ln— - —-- 


© 


Encontrar la longitud del arco de la parábola y 2 =4px desde el vértice hasta un 
extremo del lado recto. Rpta. [f2 + ln(l + -Jl)]p 


© Si /(x) = | -y/cos tdt . encuentre la longitud del arco de la gráfica de f desde el 
punto donde x = 0 hasta x = n. Rpta. 2-Jl u 

















446 


Eduardo Espinoza Ramos 


© 


2 13 

Hallar la longitud de la curva y = ln(l-x ) desde x = — a x = —. 

4 4 


Rpta. (ln(y)-i)u 


© Encuentre la longitud del arco de Ia curva 9 y 2 = 4x 3 del origen al punto (3,2-73) 


„ x 14 
Rpta. — u 

3 


Hallar la longitud del arco de la curva cuya ecuación es y 2 = x 2 , comprendida entre 


los puntos (0.0) y (8,4). 


Rpta. -j|-(10\/ÍO-1 )m 


© Hallar la longitud total del lazo de la curva 6 y 2 = x(x - 2) 2 si x e [0,2]. 


Rpta. u 


(íí) Calcular la longitud total de la curva 8>’ 2 =x 2 (l -x 2 ) . Rpta. -Jln u 

(l2) Calcular la longitud total del arco de la parábola y = 2-Jx desde x = 0 hasta x = 1. 

Rpta. [V2 + ln(l + ^2 )]w 


Hallar la longitud del arco de la parábola ay 2 = x 3 desde el origen hasta x = 5a. 


» . 335 

Rpta. - a 

27 


v 2 1 

Hallar la longitud del arco de la curva x = ———In y desde y = 1 hasta y = e. 
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^5) Hallar lalongituddel arco de lacurva > =y-\/jc 2 -1 - jln(x+V* 2 -1) desde x = 3 
hasta x = 5. 


2 2 

Rpta. 8 u. 


® Calcule la longitud del arco de la parábola semicúbica >’ 2 = j (x-1) 3 comprendida 


dentro de la parábola > 2 = - j. 


Rpta. ~(l(WIÓ-8)w 


17) Hallar la longitud de la catenaria y = a cosh(—) desde el vértice A(0,a) hasta el 

a 


punto B(b,h). 


Rpta. asenh(—) 
a 


(l^) Hallar la longitud del arco de la rama derecha de la tractriz 

fl+-Ja 2 -> 2 


x = —y/a 2 -> 2 +a.ln| 


|, desde y = a hasta y = b, (0 < b < a). 


Rpta. aln(j) 


19) Calcular la longitud del arco de la curva (—) 2/3 + (—) 2 3 = 1, en el primer cuadrante. 

a b 


n a 2 +ab + b 2 

Rpta. - u 

a+b 


v 3 1 

20) Hallar la longitud del arco de la curva cuya ecuación es > = : — + — desde el punto 

6 2x 

14 

de abscisa x = 1 al punto de abscisa x = 3. Rpta. — u 


21) Hallar la longitud del arco de la parábola y~ =2 px desde el vértice a un extremo del 

fl 1 

Rpta. [^- + -\n(l + yf2)]p 


lado recto. 
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(22) Calcular la longitud del arco de la curva x. = ln(sec y) comprendido entre y = 0 e 


> = 


n 


Rpta. ln(2 + -s/3 )u 


@ 

@ 

(S) 


@ 

@ 

@ 




© 


e x +1 

Hallar la longitud de la curva y = ln(——-) entre las abscisas x=l y x = 2. 

Rpta. (ln(t? 2 +1)-1)m 

Hallar la longitud total de la curva (y -arcsen x) 2 = l-x 2 . Rpta. 8 u 
Calcular la longitud de la parábola semicúbica 2 y =x~ comprendida dentro de la 


circunferencia x 2 +y 2 =20. 


Rpta. ^(IOVÍÓ-I)m 


Hallar la longitud del arco de la curva y = ^jx-x 2 + arcsen -Jx . Rpta. 2 u 


Halle la longitud del arco de la curva Sy = x A +2x 2 desde el punto donde x = I al 
punto donde x = 2. 


« . 33 

Rpta. — u 
16 


Determinar la longitud de la curva y 2 (la-x)=x 3 (Cisoide de Diocles) entre x = 0 
y x = a. 


Rpta. 2a( sfS - 2) + -Jla In | —— 1 

7-4^3 


Hallar la longitud de la curva y = Vsec 2 jc +1 - ln | ^ + ~^ ec ~ | desde x=— 

4 


hasta x——~ 
3 


scc X 

Rpta. (V3-1 )u 


Hallar la longitud del arco de la parábola y = In | c tgh(—) | desde x = a hasta x = b 


(0 < a < b). 


e 2b -\ 

Rpta. a-b + \n(— -) 

e~ a -1 


Calcular la longitud del arco de la curva 9ay 2 =x(x-3a) 2 desdex = 0 hasta 
x = 3a. Rpta. 2^3 a u 
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© 


Hallar la longitud total de la curva 8 a 2 y 2 = x 2 (a 2 -2x 2 ). Rpta. a n u. 
Encuentre la longitud de la curva 6 y 2 = x(x-2) 2 de (2,0) a (8,4^3). 

Rpta. w 

Encuentre la longitud de la curva (—) 2 3 + (—) 2 ' 3 = 1, en el primer cuadrante, desde 

a b 

i , , a , , 8fl 3 -(a 2 +3¿> 2 ) 3/2 

elpuntodonde x = — hastadonde x = a. Rpta. --- - - u 

8 8(a 2 —b~) 

Halle la longitud de la curva 9>* 2 = jc(x-3) 2 , en el primer cuadrante, desde donde 

x = I, hastadonde x = 3. Rpta. - u 


© 


Determinar la longitud del arco de curva descrito por y = 4e 2x -1 - arc sec(e x ) -1, 
x e [0.4]. 


Rpta. ~(e % -\) 


Determinar la longitud del arco de la curva descrito por y = In(l - jc 2 ) desde x = 0 


hasta x = —. 
2 


Rpta. -^ + ln3 




jt 3 1 

Determinar la longitud del arco de la curva descrito por y = — +—, x e [1,2] 

3 4x 

Rpta. — 

24 

Determinar la longitud de arco de la curva descrito por y = ^-arcsenx - - jc 2 , 

x e [0,^] 


Rpta. 


4n+-j2 


16 


jc 1 

Determinar la longitud de arco de la curva descrito por y = —+—, x e [2,5] 

6 2x 


Rpta. 


383 


20 
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CAPITÜLO IV 


4 IlVfÉGPALES ÍÍVtfROÍfAS.- 


41 iNfRODLCClON^ 

Por el teorema fundamental del cálculo se tiene que: si f es una función continua en el 
intervalo cerrado [a,b] y si F(x) es la integral indefínida de fíx) entonces: 



Ahora nos haremos algunas interrogantes, por ejemplo: 


¿A que es igual la integral 
[2,+oo> 

¿A que es igual la integral 


r°°¿* ? 

J2 x 4 ' 


r 1 *, 

J-“jc 4 ' 


En donde la función es definida en el intervalo 


En donde la función es defínida en el intervalo 


<-oo,l] 


¿A que es igual la integral 
<0,4] 


r 4 dx 

I — ? En donde la función esta definida en el intervalo 

JO 


¿A que es igual la integral — ? En donde la función esta definida en el 

J ~ 2 x 4 

intervalo [-2,0> U <0,2] 


A todas las integrales de estos tipos mencionados se denominan integrales impropias 
las cuales pueden existir o no existir. 
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Anali/aremos la integral j ——, para esto calcularemos el área bajo la curva 

J2 X A 


y = —, y el eje X desde x = 2 hasta x = b. 



Se tiene dos tipos de integrales impropias que son integrales impropias con límites 
infinitos e integrales impropias con limites finitos. 

4.2 INTEGRALESIMPRGPIAS CON LIMITESINFINITOS.- 


a) DEFINICION.- Si f: [a,+oo>- ► R es una fimción continua en [a,+oo>, 

Í xa 

f(x)dx definiremos por: 


Vfíx)éx~ lim ff(x)<á 

Jfi Jd 


Si existe cl límite diremos que la integral impropia es convergente, en caso 
contrario diremos que es divergente. 



















452 


Eduardo Espinoza Ramos 


b) DEFINICION.- Si f: <-*,b] -> R es una ñinción continua en <-oo,b] 

entonces a la integral impropia f f(x)dx defmiremos por: 

J-x ' 



Si existe el límite diremos que la integral impropia es convergente, en caso 
contrario diremos que es divergente. 

c) DEFINICION.- Si f: <-oo,+otí>- > R es una función continua V x e R, 

f-r« 

entonces a la integral impropia I / (x)dx defmiremos por: 

J-or:- * 


Í +CJO 0C 0C #6 

f(x)dx= I f(x)dx +1 f(x)dx = lim I f(x)dx+ lim \f(x)dx 

-oo ' J-od ‘ J c u—+ v *a 


Si las integrales impropias 


J** f(x)dx ,j f(x)dx son convergentes entonces la 


integral impropia 
divergente. 


Í +oo 

f(x)dx 


es convergente, en caso contrario se dice que es 


(c es un número arbitrario en donde está definición no depende del número c que 
se considera). 


OBSERVACION.- Si f{x) >0, entonces Ias integrales impropias convergentes 

representan el área de la región plana que determina la 
gráfica de la función f y el eje X. 


Ejemplo.- Determinar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales 
impropias. 



r * dx 
Jo 1+x 2 


Solucién 
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r a dx 

Jo 1+x 2 


, im 

b— »+oo Jo | 4 . 


lim arctgx /* = lim (arctg¿>-arctgO) 

fc->+oo ' ^ 6 —M -00 


= arctg(+oo) - arctgO = y - 0 = y 


p +ct íir n 

-— = — es convergente. 

lo í+^ 2 


© íf'* 

Solución 




, es convergente 


lim (e-e° ) = e-e 00 =c-0 = e 


© f Ují? x2 </r 

J-tc 

Solución 


-+cir 2 2 2 2 r +0 ° 2 

U|e-'*=r |jt|e*<it+f |jc1 1 v í£c = [ s—xe r dx + f xe x dx 

J-co J-00 Jü J-00 Jo 


■» 

r ) 2 _ 2 0 

-jte íir+ lim xe x dx = lim —— / - lim 
/ j — »+coJ() tf— »-üo 2 0 b—++< 


++üo 2 



= i[ /iw )- /ira (e ' ,! -1)] =I[(l-0)-(Ü-l)] = 1 

2 o— 6-++00 2 


Í +cr- 2 

|jt|e T tit = l 


es convergente. 
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© r 


e ax cos(foc), a>0 


Solución 

f e C(ys(bx)dx = lin¡ f e “ x cos (bx)dx 
Jí) Jü 

Calculando la integral J e~ ax cos(bx)dx por partes: 


f- 


e cos(bx)dx = 


e (b sen bx - a cos bx) 

S^b 1 


r°° -ox ,, . . ,. ( 6 —ox ,, v . e “(¿senfcx-ücosfcx) ,e 

} e cos(bx)dx = hm | e cos (bx)dx = hm - - ---/ 

Jo 0->+CoJ() 0-H-QO ^ ^ 


r -aB ( bsenbB-acosbO) a . 

= J™ & •-í - -+ , ., ] 


e-r+or a 1 +b 2 - 2 




= 0 + 


a 


7 , ? 7 . ,2 

a +tr q~+ b 


| e cos (bx)dx = — -— es convergente. 

Jo a~+b~ 


4.3,;p INTEGRALES iMPkOiTAS C0N LIMITES FINITOSU 


a) DEFINICION.- Si f: [a,b> - > R es una función continua eri [a,b>. 


entonces a la integral iinpropia J f(x)dx defmiremos por: 



fb'Rí 

J M 

y*a. .. 

|i 'tfcwfm j fXx)dx 


Si existe el Hmite diremos que la integral impropia es convergente, en caso 
contrario se dice que es divergente. 
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b) DEFINICION.- Si f: <a,b] -» R es una función continua en <a,b], 

H’ 

entonces a la intcgral impropia I f(x)dx definiremos por: 



S¡ existe el limite diremos que la integral impropia es convergente, en caso 
contrario se dice que es divergente. 

c) DEFINICION.- Si f: [a,b] — > R es una función continua en [a,b] excepto en 

x = c donde a < c < b, entonces a la integral impropia 

definiremos por: 

f f(x)dx= Í/(jc)í/jc+ f f(x)dx = lim f f(x)dx+lim f f(x)dx 
Jtí E >0 Ju e —>0 Jr-Ff 

Si las integrales impropias ^ f(x)dx y [f(x)dx son convergentes, entonces 

la integral impropia f(x)dx es convergente, en caso contrario se dice que es 

J d 

divergente. 

Ejemplo,- Determinar si las siguientes integrales impropias es convergente o 
divergente. 



p ! dx 
'"-x/T^JC 


Solucíón 


i 


dx 


= lim f 

Vl-jc 


dx 




= hm-lj l-A' /\ e = -2 lim(Je -1) = -2(0-1) =2 


£•->0 


r l dx 


es convergente. 
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© 


Solución 


f 2 = lim f" 4= = /íTO 2Vx^T[ U — + 3(jc - 1) 3/ 2 + jc] / 2 

Ji t] x - i c->oJi+e^/ x _i <?->o 7 ' l * e 


r 2 x*dx 


U-l ) 3 


= //w[—-Ve(-+3£ 3/2 +17£]= — 
e-»0 7 7 7 


72 


1 


2 jc 3 ¿/jc 72 


7 


= — es convergente 


© /: 

j: 


ln(2 + Vjc) 


íic 


Solución 


ln(2 + 3/T) . ro ln(2 + ^) . f i ln(2 + VT) 


■áx 


=f, 


dx+ 


í 




►üJ-l e->QJo+e zjx 

= Um 3f| ln(2+VTxV?-4)-il/?+W]/‘ 

7 4 • “I 


+ lim 3[—ln(2 + - 4) - -l[x* + / 

2 A I • 


= 3(i[ln2(0 - 4) - 0] - i[ln(l - 4) - i(l - 4)]) + 3(|[ln3(l - 4) - 
2 2 4 2 


-4 (1 - 4» -1 [ln 2(0 - 4) - i (0 - 0)]) = -^ln3 
4 2 4 2 


1 ln(2 + ^x) , 27 - 

—c/x =-ln 3 es convergente. 


V 
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4.4 CRITERIOS PARA LA CÓNVERGENCIA 0E INTEGRALES 
IMPROPÍAS.- __ 

4.4.1 CRITERIO DE COMPARAOOÑT" 

Consideremos dos fimciones f y g tales que 0 < g(x) < f(x) V x e [ a,b > y 
ademas integrable en [a,t>, V t e [a,b>, entonces: 


i) Si J/ (x)dx es convergente, entonces J g(x)dx es convergente 

i¡) Si f g(x)dx es divergente, entonces f f(x)dx es divergente. 

Ja Ja 


CRITERJOSDE 


Sea f: [a,b]- > R una función continua en [a,b] excepto en el punto x = c; 

si f(x) > 0 y lim f(x)\x-c\ m = A donde A * 0, +oo en este caso a la función 

jr —*c 


f(x) lo aproximemos a f(x) -— 

(X-C)" 


impropia 


ia J f(x)dx. 


cuando x —» c, entonces la integral 


i) Es convergente cuando m < 1. 


ii) Es divergente cuando m > 1. 


4.43 CRJTER10 DE CONVERGENCIA CUANDO UN LIMITE DE 
INTEGRAC10N ES INIFINITO. 


Sea f: <a,+oo> -> R una función continua en a < x < +oo, si f(x) > 0 y 

lim f(x)x m = A , donde A * 0, +oo en este caso a la función f(x) los 


aproximamos a f(x) - cuandox-»oo entonces la integral impropia. 

x m 


i) Es convergente si m > 1 . 


ii) Es divergente si m < 1 . 

















458 


Eduardo Espinoza Ramos 


Ejemplos.- Determinar si las integrales impropias son convergentes o divergentes. 


© 


Solución 


f * 1 dx r + * cix 

I —-— < I —- , V x e [1 ,+oo>, como la integral. 

J > x 3 +x 2 Jl x 3 


r +ac dx 1 

—- = — es convergente, entonces el criterio de comparación se tiene a la integral 
Ji 4 


í 


dx 


'i x 3 +x 2 


es convergente. 


J e * senx 2 dx 


Solución 


r oc* 7 ^+oo 

e~* senx“rfx< I e~ x dx, V x e [0,+*>, como la integral 

Jo 

J .+oo 

e~ x dx = 1 es convergente, entonces por el criterio de comparación se tiene que la 
o 

- 2 

e x senx dx es convergente. 


® í 


1 dx 


0 Vx 2 +3 x 


Solución 


f . = < f V x e <0,11, como la integral f = 2 es convergente, por 

J " Vv 2 +3x Jo ^ J() V* 

lo ’anto f r ~. — es convergente por el crilerio de comparación. 

Jo xjx 2 +3x 
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® f 


dx 


2x+ljx* +1+4 


Solución 


A la funcion dada los expresaremos así: 


1 


f(x) = 


X 


2x + Vx 2 +1 + 4 ^ l \ 4 

2 x 3 +(l + — ) 3 + — 


cuando x -+• +<x >, el denominador tiende a 1 . 


Luego f{x) —1—= -^- dedonde A=l, m=— 
x 2/3 3 


Í +M dx 

- . 

2x + \fx 2 +1 + 


es 


divergente. 


© f 


dx 


1 \[x + 2$¡x +x* 


, b >0 


Solución 


A la funcion lo expresaremos asi: 


f(x) = 


1 


, rrr(—m —-— 777 t) esta función es discontinua en 

3 v l/4 '1/2 . . v ll/4 


Vjc+ 2 Vx+x j jc 1 "* V"+ 2 +x 

x = 0 y cuando x -+ 0 a la funcion f(x) lo aproximamos. 


f(x) - 7 - 7 - = de donde A = —, »? = — <!. 

2jc 1/4 x w 2 4 


Luego por el criterio b) de la convergencia se tiene que la integral impropia 
* dx 




\[x +2$¡x + jc 3 


es convergente. 
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© r* fcx 

Hallar el valor de k para que la integral impropia (—- )dx sea 

Jo x 2 +1 2x+í 

convergente. Luego hallar el valor de la integral. 

Solución 


[*"<-£- l -Xk= lim f(-£- l —)dx 

Jo x 2 + 1 2x + \ ¿>-»+ccJo x 2 +\ 2x + \ 


. .2 1 


= JÍZ ( l l °' X +'|--ln| 2 x + I|)/ n 


= lim -ln( (x2 + l) )/’ =i »m[ln ( (fl +1> )-0] 
2 2x+\ /o 2 *-»+»'■ 26 + 1 


2 , ,v* 


este limite existe cuando b-»+oo sí fc=— 

2 


f +x kx 

í ( 

Jo x 


2 +l 2x + \ 


1 l ir# . (b 2 + \) 1 ' 2 , l.A 

)dx = - ln[ hm ————] = - ln(—) 
2 + l 2 2 


— In2 
2 


(7) Hallar el valor de a y b de tal manera que la integral f ( — + _ l)¿¿t = 1 

^ Jo x(2x + a) 


x(2x + a) 


Solución 


A la integral dada lo expresaremos en la forma: 


r^V+fc+n r ( . 

Ji x(2x + a\ Ji 


x(2x + a) 


' +co 1 a-b + 2 W _ 

y(¿X — «W 

x 2x+a *-♦+» 


Ji x 2x + a 


lim [ln x - —— b + ^ ln(2x + a )] = 1 


b—>+-sc 


- lim ln(- X 


2 b-t+ao (2X + 1) 


a-b+2 




...d) 
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la integral impropia es convergente solo cuando dentro del argumento del logaritmo el 
numerador y denominador sus exponentes son iguales, es decir: a — b + 2 = 2 de 
donde a = b. 


■“ lirtI ln ("~—í")l/j =1 
2 (2 x+a)~ ' l 


n 1 

lim (In-—-ln--) = 2 

(2 b + a) 2 (2 + a) 2 


ln( lim --— r )-ln(—í—) 2 =2 

(2b+a)~ 2 + a 


ln—-ln(—í—) 2 =2 ln (2 + a) 

4 2 + a 4 


= 2, aplicando logaritmo neperiano 


<^> 2 =« 2 


2 + a 


= e => a = 2e — 2 de donde b = 2e - 2 


4,4.4 EJERCIOOS PROPUESTOS.- 


I. Determinar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias. 


© j 

r 00 dx 
'o (jc + 1) 3/2 

Rpta. Conv. 2 

© J 

p+30 

[ xe X dx 
'0 

Rpta. Conv. 1 

© J 

te*dx 

f tx. 

Rpta. Conv. e 

© J 

r+oc 

^lnjt dx 

Rpta. Div. 

© J 

r“ dx 
i x(x + l) 

Rpta. Conv. Ln2 

© J 

[* xe x dx 

Rpta. Conv. — 1 
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© 

© 

© 



© 

© 

© 

© 




r m x dx 
(1 + x) 3 

r 1 arctgx dx 


r l arctga 
(1 + x~ 


3/2 


í 

í 


x dx 


(a 2 +x 2 y 


■dx 


r 


dx 

47 


i; 


dx 

101 


r 


e ** sen bx dx 


Í +X, _dx_ 

> jt 3 +1 


í 


dx 


a Jtln 2 x 

r + “ arctg x 
1 +x 2 


dx 




r 


2 -3* . 

x e dx 


Rpta. Conv. 4 


n 


Rpta. Conv. — - 1 


Rpta. Conv. -- 


1 


6(a + 1 ) 


Rpta. Conv. —j 


Rpta. Conv. 2 


Rpta. Conv. 100 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv. 


2 . .2 

fl +0 

27t 


3^3 

1 

ln<j 


n 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv. — 
3 


Rpta. Conv. — 
27 
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© 

f +0 ° xdx 
w {x 1 +9) 2 


© . 

\ b e xe 'dx 

1-00 


@ . 

f +0 ° dx 


*° (x 2 +a 2 )(x 2 

+ b 2 ) 

© ¡ 

f +0 ° x 5 dx 
li (1 + jc 3 ) 5/2 


© J 

r +oc dx 


li (x 2 -6x) 3/2 


© J 

r +oc -2x-l 

■dx 

’° ^^fx 2 (jc-1) 2 

© J 

r +0 ° dx 

xVl + x 2 


© J 

i 1 + JC 


© J 

* +0 ° ? r» 

jc 2 e dx 

-00 


© J 

■-+00 

jccoshjc dx 

— 00 


© J 

X dx 

-°°1 + jc 4 


© 1 

e ^ dx 



Rpta. Conv. — 
F 18 


Rpta. Conv. l-e' 


Rpta. Conv. 


n 


2 ab(a + b) 


Rpta. Conv. 


tá 

18 


Rpta. Conv. 


3-^3 

18 


Rpta. Div. 


Rpta. Conv. ln 


Va 4 +1+1 


a 


„ 1 n 

Rpta. Conv. —+— 
2 4 


Rpta. Div. 


Rpta. Div. 


n 


Rpta. Conv. — 


Rpta. Conv. 1 
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© 1 

r+ 00 2 

\x\e x dx 

l-OD 

Rpta. Conv. 1 

© J 

r +ot dx 

1-00 4 X 2 + 1 

Rpta. Conv. — 

© J 

r® dx 

l-oo x 2 +2x + 2 

Rpta. Conv. n 

© J 

re~»dx 

1-00 

Rpta. Conv. 2 

© J 

r +0 ° dx 

Rpta. Conv. 

■J5 

Loo x 2 + 4 x +9 

© J 

p® 2x dx 
(x 1 +1) 

Rpta. Div. 

© J 

r + ® dx 
(x 2 +1) 2 

Rpta. Conv. — *. 

2 

® J 

r + ® 2 dx 

'o e x +e~ x 

71 

Rpta. Conv. — 

II. Determinar la convergencia o divergencias de las siguientes integrales impropias 

© J 

| x 2n dx 

Rpta. Conv. 9 

© J 

■° dx 

~ 2 Vx + 1 

Rpta. Conv. —3 

© J 

•» dx 

Rpta. Conv. 2(2^2-1) 

-'Vi+x- 2 ' 3 

© J 

■ 4 dx 

Rpta. Conv. fl 

0 ^4x-x 2 
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© J 

r 2 dx 

L 2jc 3 

Rpta. Div. 

© J 

r 2 dx 

Rpta. Conv. y 

x4x l -1 

© J 

r 2 dx 

Rpta. Conv. 6 

lo (jc-1) 2 ' 3 

© J 

r 1 dx 

Rpta. Div. 

« W 4 -X 2 

® J 

r° dx 

n 

Rpta. Conv. — 

0 Va 2 -x 2 

© J 

r 5 xdx 

Rpta. Conv. 

3 V * 2 -9 

© J 

r* dx 

Rpta. Conv. 2 

’i x-Jíñx 

© J 

r 4 dx 

li jf 2 —4 

Rpta. Div. 

© J 

r 2a x dx 

0 V 2 ax-x 2 

Rpta. Conv. Ila 

© J 

r 1 dx 

Rpta. Div. 

'ox 2 -5x 2 

© J 

r° x 5 dx 

4 

Rpta. Conv. — 

9 

Ll -Jl+x 3 

© J 

r -1 dx 

0 ^jx-x 2 

Rpta. Conv. n 
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© J 

r 3 dx 


@ J 

[ 2 dx 

O 

X 

1 

i 

U) 

© J 

p 3 dx 

'o V3x-1 

@ J 

r fc dx 

" ^x-uHb-x) 

© J 

^ 4a 2 -x 2 


K 


Rpta. Conv. — 


Rpta. Div. 


Rpta. Conv. — 

2 


Rpta. Conv. n 


Rp ti , 0-4) 


@ {xlnx * 


Rpta. Conv. —^ 


© f— 

Nw/ Jo (y— 


dx 


(x-\){x l -8.V + 15) 


Rpta. Div. 


© í 




3 ^(x-3)(5-x) 


Rpta. Conv. 


33^ 


© r 


x <£c 


* -V(x-fl)(6-x) 


, a<b 


tt 


Rpta. Conv. y(a + 6) 


r 1 x z rfy 
0 1-x 2 +2^l-x 2 


Rpta. Conv. 


7r 




© í 


ir/2 dx 


'o I-senx 


Rpta. Div. 


© í 


dx 


'o x 2 -2x-3 


Rpta. Div. 
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@ 

© 

III. 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


r 

Jo 


n ‘ A sec 2 x dx 




Í nl 2 

secx dx 

“j 


n¡2 


Rpta. Conv. 2 


Rpta. Div. 


Determinar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias. 


í 


dx 


0 4x(x + \) 


dx 

4 xJx + 


■^Jx + 4 

I ^-^¿c 

Jo 


r 


4~x 

dx 


* Wx 2 -4 
dx 

1 jc'v/jc 2 -1 


r 

Jo 


dx 


(jc+V* 2 +4) 2 

r +ct Jjc 

Jl ^2. 


í 


jc 2 V-r 2 -1 

+ “ (jc 2 -2)¿c 

dx 


ÍJ^ 


-ilx 1 - 4,c - 6 


Rpta. Conv. rc 


Rpta. Conv. 0 


Rpta. Conv. 1 


Rpta. Div. 


7T 


Rpta. Conv. y 


Rpta. Conv. j 


Rpta. Conv. 1 


Rpta. Conv. 0 


Rpta. Div. 
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® £ 


@ 

© 

IV. 

© 


© 

© 


(x+1 )dx 

L ‘V-* 2 -* 


71 


© £ 




(x-l)(2-x) 


px+l^ 

JO r 4 

r 
r 


X 

dx 

x In(lnx) 
dx 


x(lnx)" 


Rpta. Conv. — 


Rpta. Conv. n 

Rpta. Div. 

Rpta. Div. 
Rpta. Conv. 1 


Determinar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias. 


•+oc 


dx 


r 

h x'tIÜS 


© i 


x+3 


dx 


» x* +1 


© í; 
© i 


’ X J +1 


dx 


sen(x J ) 

~ir 


dx 


-+00 

f e^dx 

Jo 

** dx 


r 


.3/2 


' e x(lnx) 

,+0& x n dx 


© r _*-* 

W *> (x 5 +x 3 + 


2 ) 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv. 
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® . 

r J ln(jc“ +1) . 

- dx 

>1 X 

Rpta. Div. 

® 1 

f 1 dx 

Rpta. Conv. 



r 7 dx 

1 V-V 5 +1 

Rpta. Div. 

® J 

[' xnx dx 

'I X 

Rpta. Conv. 

© J 

r v jcarctgx dx 

10 Vi+í 5 

Rpta. Div. 

© J 

r 1 x~dx 

Rpta. Div. 


© J 

r 1 dx 

Rpta. Conv. 

lo _i 

© j 

p 1 *[x dx 
'o e * enx _] 

Rpta. Conv. 

© J 

r' dx 

Rpta. Div. 

0 e x -cos.v 

© J 

' n ' 2 ln(secx)dx 

0 Vjc 

Rpta. Conv. 

© J 

•1 1 

x scn~ (-)dx 

0 JC 

Rpta. Conv. 

© j 

• + / sen x dx 

1 v 3 

Rpta. Conv. 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 



Problemas Diversos. 


r ‘ dx 

Mostrar que la iniegral J —y es convergente para p > 1 y divergente para p < 


1. 


Demostrar que la integral ímpropia j v(l+jt 3 ) 2 dx es convergenle y la inlegral 
impropia J .v(l + .v 3 ) l dx cs divcrgente. 


r dx 

Mostrar que la integral impropia -— cs convcrgentc si 0 < p < 1 y 

■*" (b-x) r 


r h dx 

iniegrai impropia — 

J " (b 

divergente si p > 1. 

r. . C'dxr v x 2 dx n 

Dcmostrar que: I -- = -- = —== 

Jo i +x 4 Jo ] + x 4 2-Jl 

f 7 - C' - 2 C v c 1 

Dcmostrar que: e ' dx=2\ e ' dx= I —¡=dx. 

J v Jo Jo 


Dcmostrar que: 

Detcrminar un 
' . nx 2 1 


J i v’ +1 


3r+l 


r 1 dx _ f T 3 sen ,v ^ 

J<> arccos ,v J« ,v 

valor para n dc tal manera que la integral impropia 
)dx cs convcrgente. 


Dctcrminar un valor para k dc lal manera que la integral impropia 

J ’ 1 kx~ 1 

(—- )dx sea convcrgente y calculc la inlcgral. 

1 .v ’ +1 2.v +1 


r. , 1 1,5 

Rpta. A = —, —In — 
2 4 4 


J ' ‘ n 3.v 

(--- )dx sca 

1 -V +1 2v“+;i 


Rpta. // = — 


convergcntc. 
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® f +oc 1 k 

Determinar el valor de k para que la integral impropia I (—=====- )dx 

J ° V2x 2 +1 X+I 


sea 


convergente y calcular la integral. 


1 3 

Rpta. k =—¡=, —— ln2 


\¡l' 2s¡2 


© Para que valores de k convergen las integrales | 


dx r+ a 

y k 


dx 


x k lnjc Jz x(\nx) k 


Rpta. Para k > 1 converge y k < 1 Div. 


12; Determinar el valor de k para la integral impropia 


J > 2jc 2 + 


2c x+l 


)dx sea 


convergente y calcular la integral. 


1 


Rpta. k = 1, — ln2 



Hallar el valor de la integral impropia: 




1 


+ ax 


a 

7+T 


)dx . 


Rpta. 


a — —j=, —j=ln2-\fa 
■Ja -yja 



Í.+OC 2 

Sabiendo que: e * dx- 

Jo 

44 

2 

(integral de Poisson) calcular las integrales 

impropias siguientes: 



•) J 

2 

e ™ dx , a > 0 

'0 


Rpta - \4a 

b > j 

'» 4x 


Rpta. 44 

O j 

»*■«• , 2 

x~e x dx 

0 


Rpta. 


J •■***= S en v 7i 

- —dx = — (integral de Dirichlet) calcular las siguienles 

« x 2 


impropias. 
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a) f 
jo 


sen 2x 


dx 


^ 71 

Rpta. — 


J * + ' 

o 


senox 


dx 


Rpta. — Sí a > 0, sí a < 0 o sí a = 0. 
2 2 


“ sen x dx 


J * +a sen ji 

-7 

o x ~ 


Rpta. j 


d » I 


+0 ° sen 3 -v dx 


... ^ 

Rpta. — 

4 


C) J 

Jo 


00 sen x dx 


Rpta. — 

4 


® r 


senaxcos&t dx A , A . n . , n . 

-, a > 0, b > 0 Rpta. — si a > b, — si a = b, o si a < b 

x 2 4 


fl7 


© 


f 00 sen x 

Pruebe que la integral - dx es convergente. 

Ji x 


(l7) Analizar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales: 


. r co sen x , 
a) J ... dx 


-3/2 


b) r ^¡idx 

Jo Vx 


Estudiar con detalle si 
conociendoque0=7t y v = lne r . 


i la integral dada converge o diverge —j= 


dx 


v«2 


(cos0-e ) 


f 00 2x ^ + b + a 

Hallar los valores de a y b de tal manera que la integral I (-1 )dx = 1. 

Ji jc(2.v + a) 


© 

© 


Hallar 


f“ x n e *dx, (neZ + ) 

Jo 


r 

Jo 


Evaluar I x ¡ e x dx 
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Calcular 


ÍV. 

Jo 


'dx 



Anali/ar la convergencia o divergencia de la intcgral 


r' (2r ? -1 ).v 2 í¿v 
( 1 + r) 3 


4.5 APLICACIONES DE LAINTEGRALÍMPROPIA. 


4.5.1 AREAS DE REGIONES V VOLÜMEN DE SOLÍDOS DE REVOLUCION.- 



Hallar el área de la figura comprendida entre la curva de agnesi v 
de abscisas. 

Solucién 



"> •> 
X' +x~ 


, y el eje 


La gráfica de la curva es: 



Como la gráfica es simétrica con respecto al eje Y 
se tiene: 


A(R) = l\ vdx = 2\ ' -^-^dx 
h h x 2 +a~ 

A(R) = 2a 3 lini f - =2a 3 lim arclg— / 


= 2¿/ 3 !im (arctg-arctgO) = 2a 3 arctg(x) 


/í(i?) = fl 3 ^ u 2 



Hallar el área dc la figura limitada por la cisoide _v 2 


(a> 0). 


Solución 


3 

—-- y su asintota x = 2a. 

2 a-x 


La gráfica de la cisoidc es: 
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Sea a' = z 2 => dx = 2zdz 



0 = arcsen(-~=r) 

< Jü, 

dz =-Jla cos 0 dO 


J*£ fc - 2 í^r- 2 í 


4o 2 sen 4 O.-Jla cos0 d6 
■Jla cos 6 


o -> C 4 « O0 sen 46 

= 8fl'|sen 0 dO =2a~( -sen20 +-) 

J 2 8 


Cambiando los límitcs de integración se ticnc: 


A(R) = 2 hm 

k >« 


r-JS 


dx = 2a 2 (~ 


scn 40 ,n, 
-sen20 + —-—) / 

8 /» 


i4(/?) =3 a 1 n u 2 
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Calcular el área de la región limitada por las curvas v =-—, 

1 + A 


>’ = “ 


41-v| 
l + .v 4 


Solución 



= -3 lim (0-arctg« 2 )+3 lim (arctg h 1 -0) =-3(-arctg(oo)) + 3arctg(oo) = — + 

b -*+oc 2 2 


A(R) =3n u° 



Hallar el área de la región comprendida entre las curvas xy 
derecha de la recta x = 1. 

Solución 


x 


1, y = —t—, a la 
x~ +1 


Ubiquemos la región entre las curvas 























476 


Eduardo Espinoza Ramos 



A(R) = (^\x\2)u 2 

D Calcular el área de la región R comprendida entre la curva y = xe x ' 2 y su asíntota. 

Solución 

- 1 X 

Calculando la asintota: v = xe ' ~ = —-—, cuando x —» ±oc. y = 0 

x 1 ,! 


Luego y = 0 es la unica asintota. Ahora graücando la curva se tiene: 



Se observa que la gráfica es simétrica con respeclo al origen. 
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A(R) 


= A,+A-, =2A-> = 2Í y dx = 2 lim f xe ' 1 d\ = 2 lim -e ' ' 2 / h 
Jl» h-rs) I) *•-, v /«> 


© 


© 


lim (e h ' 2 -l) = -2(0-l) = 2 

h *-/ 


A(R) = 2u " 

Hallar el volumen dcl euerpo engendrado al girar la supcrllcie limitada por Ias lineas 
)■ = e ', x = 0 e y = 0 alrcdcdor del eje X. 



V=nj y 2 dx = nj e 2x dx 

V = 7i lim f e 2x dx 
U * S J- á c 


2.r 


F = ;r lim —— / 

«-» t 2 ' u 


.. 7T i 

.*. V =—u 
l 


3x 


Dcterminar el volumen de revolución engendrado al girar la curva v = — 

.v 2 +3 

alrcdedor del eje X. 

Solueión 

Graficando la curva que sc va ha girar 
Por simetria sc ticne: 

r-2*r r**-2*r 

Jn (j)- 2 +3) 2 

K = 18*f'^L. = lfte Um r 

J " (i"+3)- h * J J° (x-+3)- 
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V = 1 for lim (-arctg-^r) t 

h ^' J 2(x 2 +3) 2V3 a/3 '° 


L = IKzr lim (-— + —^=arclg- 7 =) =18^(0 + —^=(—)) 

h — 2(/r +3) 2V3 V3 2^3 2 


. „ 3^3 , , 

.. t =- n u 

2 

Hallar el volumen del cuerpo quc se engendra al girar la cisoide v 2 = V 


2 a-x 


alrededor de su asintota x = 2a. 


Solución 



Aplicando el método de la corteza cilindrica se 
tiene: 

r- a 


V =2X1 f(2fl-x)v dx 

Jo 


-Jlc 


V = 213 f (x^j2ax-x 2 )dx 

Jo 


V =2a*n 2 u 3 

® Hallar el volumen del sólido obtenido al girar la curva x + jcv 2 ->* = 0 , aírededor de 
su asintota vertical. 

Solución 


Dcterminaremos la asintota vertical, para csto despejamos y es decir: 
1 ± -v/l — 4.v 


>’ = 


2.r 


Lucgo su asintota vertical es x = 0 (eje Y) por lo tanto la curva gira alrededor del eje 

v 

Y entonces despejamos x: x =- -. 

1+ V 
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reemplazando (2) en (1) se tiene: 


V=2U lim (- 

6 ->+ 


V 1 


im ( - '-7- +—arctgv)/ =2T\ lim (-—+ — arctg¿>) 

* +f ' (] + >•") 2 0 2(\ + b~) 2 


. 2 
V = 2FI( 0 + — arctg(oc)) = u 3 


Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la curva 
vv 2 = 9a 2 (3a-x). a > 0 alrededor de su asintota vertical. 


Solución 

En primer lugar determinaremos su asintota vertical para esto dcspejamos y es decir 
V = ±3a^J—— — . Luego su asintota vertical es x = 0 (eje Y); ahora haremos la gráfica 


correspondiente. 
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V = — a s n > u* 
? 


4.5.2 PROBLEMAS PROPLESTOS.- 


© Hallar el área de la figura comprendida enire la curva y = — -y, el eje OX y la recia 


x = 1 (x > 1). 


Rpta. I u 


© 64 

Calcular el área de la región limilada por la gráfica y = —- y su asintoia. 

x~ +16 
Rpta. 16/r u 1 

(í) Calcular el área de la rcgión comprendida entre la curva y = e |vl| yelejeX. 

Rpta. 2 u 2 

^ 4 ) Calcular el área de la superficie limitada supcriormcnte por xy = 1. inferiormente por 
i.v' + y - .v = 0. y a Ia i/quierda por x = 1 . Rpta. ( \n~Jl)u 2 
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© Calcular el área de la figura limitada por la curva y 2 (x 2 +4) = 4x 2 , sus asintotas y 
sus ejes. Rpta. 8 u 2 


Calcular el área de la región limitada por la curva y 2 = —-——, y = 0 y sus asintotas 

4-x~ 


verlicales. 


Rpta. 2U u 2 


( 7 ) Calcular el área de la región limitada por la curva y 2 =—-—, y = 0 y 

w x(1-jc) 


sus 


asintotas verticales. 


Rpta. H u' 


® 


Encontrar el área de la curva y 2 (a - jc) = x 2 (a + jc) y su asintola. 


Rpta. (y + 2)o 2 u 2 


^T) Determinar el área de la región limitada por las curvas x(y - 1) = 1, 

-> 1 ■> 
jc " (>’ -1) + v - x = 1. ubicada a la derecha de la recta x = 1. Rpta. (— ln 2)u _ 


10) Hallar el área de la región, no acotada, limitada por la curva y 2 = - * 7 , por sus 


1 + JC ¿ 


asintotas y el eje Y. 


Rpta. 2 u' 


© 


Encontrar el área dc la región limitada por curva y 2 = — y por su asintota 


(a > 0). 


2 a-x 

_ n+ 4 ■> 

Rpta. - a u 


12) Hallar el área dc la rcgión limitada por la curva y 2 - —^— y sus asintotas. 

x~ —1 
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© 


Hallar el área de la región limitada por las gráficas de y = arctg x, 2y = n, x = 0. 

Rpta. noexiste 

Hallar el área de la región limitada por los gráficos y = sech x y su asintota. 

_ 71 7 

Rpta. —u~ 

Determinar el volumen del sólido de revolución generado al hacer rotar alrededor del 
eje x, la región comprendida entre la curva y = \ - , x > 1. y = 0. 


© 


Rpta. 3 n u 2 


Hallar el volumen del cuerpo engcndrado al girar la superficie limitada por la línea 
y = e x , x = 0 e y=0 alrededor del eje Y. Rpta. 2n u z 


La curva av 2 =4a 2 (2a-x) gira alrededor de su asintota. ¿Cuál es el volumen 


generado?. 


Rpta. 4 a 2 n 2 m 3 


© 


Calcular el volumen del sólido gcnerado al hacer rotar la región comprendida cntre la 
curva .v + xy 2 = y , y su asintola vertical y gira alrededor de su asintota vertical. 

2 

Rpta. ~u 2 

Calcular el volumen generado obtenido al haccr girar la región comprendida entre la 
curva y = — y su asintota donde el eje de rotación es el eje X. 


x" +2 


i 

„ 7T 3 

Rpta. - m j 


20) Calcular el volumen del sólido generado al hacer rotar la región comprendida entre las 


1 X 

curvas v = —, V = — -. y que sc encuentre a la derecha de la recta x = 1 y rota 

x 


x 2 +l 


Rpta. -n u 


alrededor del eje X. 


8 
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@ 

© 

© 


Hallar si existe el volumen del sólido de revolución obtenida al girar la región 

x 2 -1 

comprendida entre la curva y = —-, y su asintota, alrededor de la recta y = 1. 

x ~ +1 

Rpta. 2n 2 m 3 

Hallar el volumen obtenido al girar alrededor del eje X, la región situada encima del 

, , , ■? _ 15 — 81n4 í 

eje X y limitada por la curva (x- 4)y" = x(x—3) . Rpta. --- u 

La región limitada por la gráfica de y = e * , x > 0 y por sus asintota, rota alrededor 
del eje de coordenadas. calcular el volumen del sólido. Rpta. n n 3 


^24) Calcular el volumen del sólido generado al girar la región comprendida entre la curva 
xy 2 =9a 2 (3a -x), (a > 0) y su asintota gira alrededor del eje Y. 

Rpta. —a 3 n 2 i / 3 

4,6, FUNCIONES ESPE€IAEÉS> 

En esta sección estudiaremos las íiinciones conocidas como la función Gamma y Beta 
que se denota por F(x) y B(m,n) y son definidas en términos que una integral 
impropia. 


4.6.1 DEFINIClOM> 


La función Gamma es una íntegral paramétrica definida por: 


■ m&\ 

i 

m 

V x ; 

> 0 


- 

"■ viV--íV-:*Xvl; 



Esta integral es convergente para x > 0. 

4ÍL1 PROPIEDADES DF LA FLNCION GÁMIVIÁ^ 


1 ° r(x+l) = xT(x), V x >-1 


Demostración 
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Por definición de fünción Gamma se tiene: 


r(jc + l)=f t/ x ' ] 1 e "du = P u x e“du= lim f u x e U du , integrando por partes 
Jo Jo p— >+cr> Jo 


w = u' 
dv = e~ u du 


dw = xu x 'du 



r(x + l)= lim [~u x e " /^+A'f u x l e U du] =0 + x lim f u x 1 e u du 

p-y+'j: 1 Jo p->+cc J() 

= xf u x 'e u du = xT(x) r(x+l) = xr(x) 

Jo 

2° r(n + 1) = n! V;ieZ + 

Demostración 

Aplicando repetidas veces la propiedad 1. 

T(n + 1) = n T(n) = n(n— 1) T(n- 1) 

= n(n— 1 )(n — 2) T(n —2) = n(n — l)(n — 2)...3.2.1 T(l) = n! 
r(n + 1) = n! V;;eZ‘ 

OBSERVACION,- T(l) = £u' l e u du = JT e~ u du = 1 

/. ro)=i 

3 - [■>■*.:£ 

Jt> 2 


La demostración de esta propiedad está en cl libro de Transformada de Laplace en 
forma detallada. 
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© 


Ejemplos de aplicación,- 

Demostrarque T(^) = -Jñ 


Solución 


Por definición de la función Gamma se tiene: T(x) = f u x x e "du , dedonde 

Jo 


r(|) = u - 'e "du = JT u~ h 2 e~ u 


du 


Sca u= x 2 => du = 2x dx 


Para x = 0, u = 0 y cuando x -> <x>, u —» oo 


H—)= f x A e~ x 2x dx = lVe ' dx = 2^- = ~Jñ 
2 Jo Jo 2 


© Calcular la íntegral J Jx e 'dx 


Solución 


J Jxe X dx = J x h 2 e*dx=\ x 2 e x dx = T(^-) =r(l+^-) = ^T¿) =^~ 
Jo Jo Jo 2 2 2 2 2 


1 1 „. 1 , -Jñ 


© Calcular la íntegral J x A e x dx 


Soiución 


J »cr 

u x l e U du 
o 


Sea u=x 2 => x = u u2 => dx =—u 1 2 du 


Para x = 0, u = 0, x —> oo, u — > oo, entonces 






486 


Eduardo Espinoza Rantos 


H 1 - 1/2 


f x 4 e r dx= f (.v 2 ) 2 ? r dx= f u 2 e " —u 
Jo J« Jo 2 


du 


^ f y 3i 2 ii j I f^ i 1 * » " 

= — u e du = — | u - e 

2 Jo 2 Jo 


—i 


du 


4 r <|)=jr(i+|)=^n|)=^r(i+j)=|r¿=^ 

222 2424 282 8 


^ 4 ) Calcular la integral .v 3 ' 2 e^'dx 


Solución 


o n U du 

Sea u = 9x => x = — => dx = — 
9 9 


Para x = 0, u—»0, x—u—>oo 


fx 3 ' 2 e v Vv=f— e " — = — fu 2 'e " 
Jo J« 27 9 243 J» 


du 


1 ré= > 2„2)= * I n I>-£ 


243 2 243 2 2 162 2 2 324 


© 


Calcular la intettral 


J>-“ 


rfv 


Solución 


Sea u = 8x 3 => x = — 


1/3 

2~ 


dx 


u 


-2/3 


du 


Para x = 0, u = 0 para x -» u -> » 

f' f— -Rv'* , f' M 16 „ « " 3 , 1 f y -1,2 « 

V.v e dx=\ —p=-<? -r/t/ =—j= I u e 

Jo Jo 6 6 -n/2 J» 


du 


1 r 7 1 /. . 1 r ,l. ^ 1 

6VIJ» 6-J2 2 6^2 6 V2 
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Solución 

r' dx _ 1 f ! dx 
-y/—3 In v 43 •w -yf— ln.v 

Sca u = -lnx => ln x = -u => v = e " => dx = -e " du 
Para x = 0, u -» x, x = 1, u = 0 




Calcular la integral f 7 4 ' dx 

Jo 


Solución 


7 4v: = c Xn1 "' =e ( 41n7, ' ; =—l=e u = 2*J\n7 x 


ijhñ 


f 7 4 ,i rf t =rr c - ; rf„ = _^ 

J<> J‘> 2vín7 J ( > 4Vln7 

OBSERVACION.- En la definición de la l'unción Gamma r(x)= f u' l e “ du , 

Jo 

haremos las siguientes sustituciones teneinos: 


1 °) Si se sustituye t=e “ => -dt=e "du 

f=e " => lnt = -u => /v=-ln/=ln- 

/ 
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para u = 0, t = 1. u —> x. t —> 0. 

n.v)= fVV U du= = \\w-))*- l dt= í' (In(—))* 1 du 

Jo Ji t Jo t Jo u 

J * 1 ] 1 

[ln(—)] x 1 du , x > 0. 
o u 

2°) Paraa>0, u=1 a => du = at u l di 
para u = 0, t = 0, u = 1, t = 1 

r(.r) = [V(V 'al- 'dl =£[ln(V]* 'aj-'dl 

= f'a* ! (ln(-)) A 'ai“ 'dt =a' f'[ln(-)] v 'l" 'dl. x>0 
Jo t Jo t 

Ejemplos dc aplicación. 

Calcularque: J ] l,2 dt 

Solución 




= JÍ4ñ = Jíñ 
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© Demostrar que 


Solución 


1 . 3 


f l [— — t 2 dt= f 1 [ln(-)r l/2 r 1,2 íft = f 1 [ln(— )] 2 \*~ X dt => x = ~, a = - 
Jo l ln(l/0 Jo l / J Jo l t 2 2 


como r(v)= £ 7 A £[ln(V , / í "Y/ => r (|) = ^[ln(y)r 1/2 / I/2 rf/ 


*-II«7 


[ln(—)] 1 2 t l,2 dt, de donde tenemos: 


•• í [ 7T ], ' 2< " = Íf 


ln(—) 
/ 


14,ó.l.2 EJERCICIQS DESARRQLLADQS.- 


Q Probarque J x p e A rfx = -^T( ^ + \ ). p>-l 


Solución 


Sea ~ = x 2 => dz = 2xdx=> dx = 


2x 2= u2 


Si x = 0, z = 0 ysi x->oo, z —> qc 


,-1/2 


p-1 


[ x p e x \ix=f= pi2 e z ^-d= = -[ í 2 e z d==- f= 2 'V z d= = ^T{^) 

Jo Jo 2 2Jo 2 J 0 ~ 


p* 1 


2 2 


V x p e~ xl dx = -T{^~) 

Jo 2 2 


Demostrar que: J x m (lnx)" dx = 


(-!)"»! 

(m+ir 1 


, weZ , m>-l 
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Solución 

Sea lnx = -u => x = e “ => dx — -e “du 
Si x —>0, => u —> oo; six—>1 =>u->0 

|'.v”(ln x)"<tx = [e ~'(-i/)”(-c"rf«)=£‘(-l)"i/V '"‘"-(-rfi/) 

Sea (m + 1 )u = z => du = — 

m + l 

Cuando u = 0, z=0. u -+ oo, z -»oo 

= (-!)" j”«"e _(m+1) “ (-rfw) 


= (-l)”í 

Jo m + 1 


. -z <fc (-1)" 


m + l' m + 1 (w + l)” +1 


■r 

Jo 


íi: 


(-1)" 


(w + 1) 


n+l 


£V" +1)1 «T z <fc = 


(-l)"r(w + l) (-1)"«! 


(wí + 1)" +1 (w + l) n+1 


© 


Calcular f x m e ux dx, m, n, a>0 

Jo 


Solución 


Hacemos u = ax” => x" =— => x = (—)*'" 

£f n 


A= I ( £,r‘dü 

n a a 


Si x = 0, u = 0; x -+'» => u-+oo 


c' ' C' u ~~ 1 // —] — l 1 —-i c j — —-i 

\ x m e ax dx= \ (-)”e ~ u .—(-)" du =(-)"—(-)" í u m ju* .e “du 
Jo Jo a an a a an a J o 


^—r[u " \ U du =—L^rí^-) 
mM J 0 


iw + 1 


11 


na 


na 
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1 


m i/v i í n¡~\~\ 

v e dx = ——-f(-) 


IM-l 


// 


na 


® 


Demosirar quc: r( //) = 2 f x 2 " V ' dx 

J» 

Solución 


Por dcfinición f( 


n) = JV 

Ju 


1 lí I 

(* au 


2|" x 2n { e ' dx ~ f x~" ~e ' 2.v dx = f ()" 1 e ' 2x dx 
J<> J» Jo 


Sca u = v 2 => du = 2x dx 


Si x = 0 => u —»• 0; si x —» *, u -> x 


2 f^ a' 2m 'c ' V.v= f u" ] e "du = r(n ) 
Jo J<> 


por lo lanio 


n#i)=2r a- 

Jo 


2« I x~ i 

e dx 


4,6.2 PEFINICION.- Alafunción B:R xR - >R . dcfinida por la integral 



dondc m > 0, n > 0 sc denomina función Bela. 


[ 4,6.2,1 PROPIEDADES DE LA FÜNQlQlN BETa7 


© B(m,n) = B(n.m) 


Demostración 

f 1 , 1 «1 

Por dcfinición dc función Bcla se tienc: B(m,n) = I u (1 -//)" du 

Jo 
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Sea / = 1 — u =? d/ = -du, además cuanilo 


í// = 0. - = 1 

|// = 1 , r = 0 


B(nun)= í‘//"' l (l-//)" 'du = -["=” 1 (1 -’/fc = fr" l (l-r) w 1 dz = B(n,m) 
Jo Ji Jo 



Z?l//, n¡) 


r(m>r(//) 

r(///i-//) 


Demostración 


La deniostración en deialle de está propiedad sc haee con iranslormada dc Laplacc y 
el tcorcma dc Convolucion y está desarrollado en mi libro de Transformada dc 
Laplace. 




sen 




0 cos 


0 dO = ^B(n,m) = 


r(ffl)n;/) 

2r(m + //) 


Demostración 


De la propiedad (2) se tiene: 


B(m,n) = fV'^l-t/)" 
Jo 


r(w)r(//) 
r(m + n) 


Sea r = cos 2 0 


dz = -2 cos 0 scn 0 dO 


scn 0 cos 0 dO = - 


dz_ 

2 


n 


Cuando 0 = 0. z = 1; 0 = —. z = 0 


f sen 2m 1 0 cos 2 " 1 6 dO = f sen 2 ”' 2 0 cos 2 " 2 0.sen 0 cos 0 

Jo Jo 


dO 


= f (l-cos 2 0)"' '(cos 2 í))" 1 senOcosft 

Jo 


dO 


= -i-V' Vfc = |j\l-z)"' l = H 'dz 


1 o, v n«)r(») 

= — B(n,m ) =- 

2 2T (m + n) 
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Wm mmmm AmjcA$wos,« 


Calcular las siguientes integrales 
0 f jr 5 (l-jr) 8 í¿r 

Solución 

J ( V (1 -xfdx = J| x 6 - 1 (1 - x) 9_1 dx = ¿7(6,9) 

r(6)r(9) r(6)r(9) 5! .8! 

T(6+9) T(15) 14! " 

1.2.3.4.5 _ 1 

_ 9.10.11.12.13.14 9.11.13.14 

© J sen 8 x dx 

Solución 

J m n¡2 , r>nl 2 0 1 

sen 2 1 0cos 2 ” 1 6 d6 = | sen 8 6 d6 = — 

o Jo 2 


=> 2m-l = 8 



2n — 1 =0 




8 ^ 1 n/ 9 1 \ 1 

sen x dx = -B\{-,-) = -. 


9 1 

r(-+-) 

2 2 



1 7 5 3 1 105 

‘ * • • ““ •" • " —■ ■ 71 

2 2 2 2 2 4! 


5! .8! 

81.9.10.11.12.13.14 

1 

~18018 


B(m, n) 


r(5) 


768 
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sen 6 6 cos 6 6 d6 


Solución 


J 'Xl 2 
0 


sen 2m 1 6 cos 2 ” 1 


6 dG =^B(m,n) 


|2m-l = 6 

12 « -1 = 6 



J *nJ 2 
0 


r¿> r¿) 

sen 6 0cos 6 0 dG =~B(~, 

'j o 0 1 7 7 

r(-+-> 

2 2 


1 5 , 3 ■) 1 , 

=- e > 2 & 2 (-) 2 

2 2 2 2 


7T 

6! 


225 n _ 457T _ 157r _157 t 

*32~ 1.2.3.4.5 _ 32.1.2.3.4 ~32$ ~ 2?6 


1 dx 


(7) Calcular la integral I = \ —= 

^ Jo Vi 


Solución 


Como B(m,n) = 



(1 - m ) ” l du, entonces 


_-2/3 

r = x 1 => x = r 1 3 => f/x = -- dz 

3 


para x = 0, z = 0; para x = 1, z = 1 
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. 1 * 11 , » r ( K > 

3 3 ’ 2 3 r ( -+-?-, 

3 2 




Calcular la integral / = 


f 1 dx 


Sea z = x 4 => x = z 


1/4 


Solución 


x = -z- vi dz 

4 


Para x = 0, z = 0; para x = 1, z = 1 
r 1 dx n 


I=['-f£== f'0 -X‘)~ ,n dx= f‘(l-Z)- ,,2 -2~ 5 ' 4 <fc 
Jo Jo Jo 4 


4 í r- 3 / 4 d- 2 )- i/2 í fe 
4 Jo 


i r ^)n{) , -R ni) 
4 r(i+i, =4 r< 3 , 

4 2 4 


(ó) Calcular la integral / = í . ^ 

Jo 


Solución 


Sea z=tfx => x = z 4 => í/t = 4r 3 r/z 


Para x = 0, z = 0 y para x = 1, z = 1 


= f'-¡^== f'(l-^t)- 1,2 <ít= f'(l-2)- ,,2 42 5 <Í2 =4f'2 5 (l-2)- ,,2 <t 

Jo Vi-^ Jo Jí) Jo 
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=U x z*\\-zy l dz 

4 «’o 


I-i 


, r(4)r¿) 

= 45(4,—) = 4- f- 

r ( 4 + -) 


..(i) 


r ( 4+1)=r(-)=-. -. - n-)= —r(-) 
2 2 2 2 2 2 16 2 


..( 2 ) 


reemplazando (2) en (1) 


/ = f' ‘fc = 4 r(4)r V = _M r(4) = 64(6) 64(2) _ 128 

Jo ^ 




105 1 105 

16 2* 


105 


35 35 


© 


. ^ 


« /2 Vsen 5 x 


í/x 


COS X 


Solución 


Sea z = sen 2 x 


dz = 2 sen x cos x dx 


í/x = 


rf- 


7T 


para x = 0, z=0, x = — ,z=l 


2 ^ 1/2 (l-2) ,/2 r . 2 


. r^' 2 ^/sen 5 x r"' 2 \j(scn 2 x) 5 2 r ff/ 2 (sen 2 x) v6 í/x 

/= , dx = , = í¿v = 

JO 5/_3 „ Jo Sl/ _2 „»3/2 Jo 




cos 5 x J0 %c<K 2 X) 1 ' 2 K (1 -scn" x) 


2 \3/10 


- f_díí_ I <fe _ f«' 2 &en 5 * ... I f- M „ ,.-4/s 


1 fl —1 1-1 

= Í-f--3 (l-r)5 <fc = 

2 Jo 


, 4 1 1 r( 3 ,r ^> 1 r <X } 

2 S’5' 2' w 4 . 1 , 2" _23. 


H- + -) 
3 5 


T(—) 
15 
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Calcularlaintecral /=í x 5 ^a 2 -x 2 dx 

Jo 

Solución 

Sea x = a sen 0 => dx = a cos 6 d0 
Para x = 0, 0 = 0, para x = a, 6 = y 



7 , 7 T( 3 )r( 

= — 5(3,—) = —.-f 

r(3+—) 

2 


—) 7 2.-.-\fn 

2 a 2 


nf) 



9 7 5 3 1 r 

2. — .V7T 

2 2 2 2 


8a 7 

105 


4,6.3 F.JERCICIOS PROPUESTOS- 



© 

© 

© 

© 


Mostr 


itrarque x rfx = - 

Jo X 


r 

Jo 


2 - 2X 1 . -Jñ 


Mostrar que I x~e dx = 


8^2 


Mostrar que í e 3v jc 3 2 í/x = 

Jo 


a/3tt 

36 


r y £> 

Calcular —■== dx 


Calcular 


rv’ 

Jo 


rfv 


Rpta. 3r(i) 
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© 

© 

© 

© 

© 





Calcular f e ^dx 
»o 


Rpta. 6 


Calcular f x e e 3 ' dx 

Jo 


Rpta. 


80 

243 


Calcular f (v + l) V £* ' 
J o 


dx 


1 5 4 

Rpta. — + r(-) + r(—) 
3 3 3 


Verificar que [' - - di = R1 + /?)r(l - p ), |p| < I 

Ji ,2 


Calcular f"/" (1 + /) A 
Jo 


dt 


Rpta. 


2r(a + l)rH?-fl-l) 
n-h) 


Calcular 


ar f (lnx)‘ 

Jo 


dx 


Rpta. 24 


fl 

Calcular (xlnx) dx 
Jo 


Rpta. - 


128 


Calcular f (lnx)"<£t, weZ 

Jo 


Calcular f (ln(~))’ 2 dx 
Jo x 


Rpta. (-1)"//! 

o 

Rpta. - 


Calcular f [ln(—)] 1,2 dx 
Jo x 


Rpta. 4ñ 


Calcular 


t 


1 dx 


jxln(^) 


Calcular f (—^—)’ *dx 
J» ln.v 


Rpta. -yjlñ 


3r¿> 

Rpta.- 1 — 

4 
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18) Calcular 2 lr ^V(p)r(p + ^) = 4ñr(2p) 


19) Pi obar quc r(« + —) = hgZ 

2 4".»! 


20) Demostrar que f - = %= 

J » 1 + A' 4 2^2 


21) Demostrarque 


f 2 x(8-x 3 ) 

Jo 


'•> dx =!±H n 

27 


22) Calcular 


alcular 

Jo 


1 x r l dx ^ ^ P r. .... . . f 1 dx 


. q > 0, — >0 y deducir el valor de 


Vl ~X 1 ‘ ' ' ‘J J ° Jl-A 4 


í 


23) Calcular £~ ^ ‘ hlV r/r 


+ A 


Rpta. -7t cosec (prr). ctg(p7t) 


(24) Calcular J -^tg.v r/.v 

(25) Calcular las siguientes integrales: 
a) -\/l -.v 4 dx 


b > £/? 


í/v 


Rpta. 


Rpta. 


7t 

vf 


^í> 

6s¡2k 


Rpta. - 


/•717 Z r 

C) [ 

Jo 


sen 2.v dx 


Rpta. 


4-Jñ T( 

r, i> 


Calcular las siguientcs intcgrales. 


»n | x 



















500 


Eduardo Espinoza Ramos 


a, f 


X 


1+*' 


dx 


Rpta. 


n 


3-J3 


b, /'^ 


dx 


Rpta. 


n 


c) 


Jí) Vl - t 4 


Rpta. 


12 r, T ) 

4 


r v v 

d) / —-<iv 
Jd ] + v 14 


Rpta. 


n 


,, 5n 
14 sen — 

7 


27) Calcular 


1 dx 


il 


$ 


+ X 


(28) Calcular ias siguientes integrales 


r 2( 7) 

o 


« 1 n,l 1 

Rpta. —= 

12 6 6 i2r(—) 

3 


a) 

Jo J« (ln.v) - ' 


„ 80 11!.12! 

Rpta. -+- 

243 24! 


b) Í 

Jo 

c) r 

Jo 


x 3 4 dx 


x + x 


dx 


l+x J 


Rpta. 


Rpta. 


2 n 

3^2 

2 n 

3^3 


d) r —^-rfx, a > 0, b > 0 

' a ae* x + b 


Rpta. 


2 n 


343a 2 ' V' 3 


e) f 

Jo 


tg 4 0 + lg~0 dO 


(1 + tg<9)" 


Rpta. 5(3,1)= — 
3 
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• r. 

© 

Evaluar 

© 

Evaluar 


© 


e lx dx 

(í> 3v +1) ; 


f 


dx r 1 x*dx n A 1 r J. 

+ J„^i7r R P ta - n+ JT7 r ^ 


VU-3)(7-.v) Jo(ln^) 2 
\[x dx 


í,77- 


(x-+l)U + l)' 


Rpta. 


2/r 

9^3 


V4 3' 


Rpta. 


n 


2 n 


4sen— 5sen — 
10 5 


Demostrar que para todo m>0 yn>0: B(m + l.n) + B(m. n + 1) = B(m,n) 


I 


Probar que: B{m, 1) = —, m > 0 

m 


© 


Probar que B(m +1, n) = ——— B(m, //), m > 0, n > 0. 

m + n 


34) Demostrar que: f x m ^l-.v')" 1 dx = — B(—,n), m>0, n > 0, r>0. 

Jo r r 


rt 

Si m.n = 1,2,3,..., probarque: ^ (-1)* 


*=<» 


K*J 


1 


ml n\ 


m + k + \ (w + « + l)í 


® 1 f 1 jt ln ‘ 

Si m>-—, Demostrar que: j 


dx ■■ 


4ñ r(m + ~) 

2f(w + l) 


37) Si n > 0. 


Demostrar que: f 

» ni+i 


4ñ r(-) 


n-+-) 
// 2 



f 


m > -1, n > -1 yb>a. Demostrar que: 
(x-a) M (b-x) n dx = (b-a) m " 1 B(m + í,n + l) 
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a) 


i r dx 

Probarque B{p,\-p) = —\ -¡—, 0<p<l 

p Jo \+x p 


b) Si n > 1, Probar que: 


r dx n n 

I -= — cos ec — 

J 0 \ + x” n n 




Si m > 0, n > 0, probar que: 


f 1 x m 1 + y" -1 

B(m,n) = - --- dx 

Jo (1 + jc)""" 


4.7 INTEGRALES DEPENPiENTE PE UN PARAMETRO,- 1 

f b 

1° La expresión general de una integral dependicnle de un parámetro es: I f{x,t)dx que 

*a 

sea naturalmente una función del parámetro t. 

F(t)= f f(x,t)dx 

2° Continuidad de F(t) 

Si f(x,t) es continua en el dominio cerrado a<x<b, c<t<d. 

La fiinción F(t) es continua en el intervalo c < t < d 
3° Derivación: 

a) Caso en que los límites de integración no sean fimción del parámetro. 

dF(t) _ e b d( f(x,t)) ^ 
dt Ja dt 


b) Caso en que los límites de integración sean función del parámetro a=cp(t), b= \j/(t) 


¡ 


dF(t) 
dt J v(n dt 




dt 


dt 


Si solamente fiiera uno de los límites función del parámetro, será nulo el término 
correspondiente a la derivada del otro límite. 















Integrales Impropias 


503 


Los pasos necesarios para resolver algunas integrales por derivación respecto al 

parámetro. 

i) Derivar respecto al parámetro y calcular el valor de la integral a la que da origen 
dicha derivada. 

ii) Resolver la ecuación diferencial formada por la derivada respecto al parámetro y 
el resultado de la parte (i) (calcular el valor de la constante). 

iii) Dar al parámeíro el valor adecuado para calcular el valor de la integral que nos 
piden. 

Ejemplo de Aplicación- 



Solución 

Derivando respecto al parámetro (a) y calculamos el valor de esta derivada. 


dFja) _ r v d 
da Jo da 



dx , calculando la integral 


Sea 


a 




x 


z 


Para x = 0, z —> oo; x —> oo, z = 0 


dF(a) 

da 


í 


~ , 2 a \ 
■“ 2 a “ (jr + ^r> 





dz = -2F(a) 


puesto que es la misma integral que la que nos piden. 
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Luego tenemos 


dFja) 

da 


= -2 F(a) 


Ahora resolvemos esta ecuación diferencial 


— - -2 da , integrando tenemos f 
F(a) 6 J F(a) 



ln F(a) = -2a + ln c 


c 


=-2 a => 


F(a) - 2 a 

- -e 


F(a) = ce 2a 


-( 1 ) 


ahora calculamos el valor de la constante de integración c por la cual damos un valor 
apropiado a a que nos facilite el cálculo de la integrai que nos dan, para nuestro caso 

J '* 2 -Jjt 

e * dx = - (ver función 

o 2 


Gamma) 





ahora damos el vaior adecuado para obtener la integral que nos piden, para nuestro 
caso a = a. 




fi x — ] 

Calcular por derivación paramétrica el valor de F(n) = I - dx 

Jo lnx 

Solución 

Derivando respecto al parámetro (n) y calculando el valor de la integral. 


dF(n> = / = — 

dn Jo lnx Jo n + 1 /0 « + 1 
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Luego t resolviendo esta ecuación diferencial 

dn n +1 


í dF(n) = í de donde F(n) = In(n + 1) + c 
J J n + l 




F(n) = ln(n + 1) + ln k = ln k(n + 1) 

Haciendo n = 0 sacamos el valor de k, luego la integral que nos dan se hace cero para 
este valor de n. 

Luego F(0) = lnk = 0 => k= 1 porlotanto F(n) = In(n+l) 


Partiendo de 


F(a) = f 


e Sen - dx , calcular por derivación respecto al parámetro 


elvalorde I Sen - dx 


f 


Solución 


F(a)= f" 

Jo 


“ - ax senx , 

e - dx, denvando respecto al parametro 


dF(a) 

da 


= f-xe 

Jo 


ax senjc r 50 _ fljr , 

- dx = — j e senjc dx 

x Jo 


... ( 1 ) 


calculando la integral por integración por partes. 


u = e 


tíX 


dv = sen x dx 


du = -ae ÜX dx 

v = —COSJC 


J 


e ax senjc dx = —e ax cos jc— aj e ax cos jc dx 


u = e " 
dv = cos x dx 


du =-ae ax dx 
v = senx 


je ax senx dx = -e ux cosx-fl(e ax sen x + aje °* sen x dx) 
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senx dx = -e ^(cosjc+asenjr) 


í 


e ** 


sen x dx = - 


(cosjf + crsenjt) 
l + a 2 


reemplazando ( 2 ) en ( 1 ) se tiene: 


... ( 2 ) 


dF(a) 

da 


e 


-ax 


(cosjt + asen jc) 
1 + a 2 



1 

a 2 +1 


, integrando 


F(a)= f —= -arctgcr + /r 
J a 2 +1 


Para calcular el valor de k hacemos a = oo, la integral de partida es nula es decir: 


F(0) =-arctg(oo) + £ =-~+k =0 ^ 


por lo tanto F(a) = - arctgO») + k 



0 => k=- 
2 



J >cc> sen x 7i 

1 - dx = — 

o x 2 


Calcular 


cos“ x dx 

— ------—-, basandose en la integral 

0 (a 1 cos“ x + b~ sen’ jr)' 

c n dx 

f 2 (a,b)= f —-*-;-- 

• F0 a“ cos“ x + b~ sen“ jc 


Solución 


Derivando / 2 respecto al parámetro a 


dl 2 (a,b) r n — 2 crcos 2 Jt dx 


da 


r” -¿a cos x ax 
= — - . ,., — 7 - = - 2 a/j (a) 

Jo (a~ cos“ jc + ¿>“ sen“ jc) 


...( 1 ) 


ahora calculamos la integral / 2 (a, b) 
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. . , v r n dx c n sec 2 x dx r n sec“ x dx 

I-y(a,b)—\ — - - - - I —-^—;-I —— 

■to a~ cos“ x + b~ sen“ x Jo a~ +b~ tg 2 x Jo a~ + 


(btgxy 


1 ,b . ,n 71 . _ 

= — arctg(— tg x) / = —, derivando respecto a 

nh n / 0 / t/i 


cl 2 (a,b) _ n 
da ~ a 2 b 


...( 2 ) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: —~ = -2aU (a) => /,(a,b) = 

a 2 b la 2 b 


© calcular 

W x(l+x~) 

Solución 


Introduciendo el parámetro X 


^rf*t 

-—^c¿v, derivando respecto al parámetro X 

o x(l + x 2 ) 



dx 

(1 +- jc 2 )(I + A 2 jv 2 ) 


r K Ax + B 

(-r + 

J o 1 + x 2 


Cx + D 

i -»2 2 

1 + A X 


)dx 


...( 1 ) 


1 _Ax+B + Cx + D _ (Ax+B)(\ +X 2 x 2 ) + (Cx+D)(\ + x 2 ) 

(l+.v 2 )(1 +A 2 x 2 ) 1 + jc 2 1 + A 2 jc 2 (1 + jc 2 )(1 + A 2 x 2 ) 

1 =Á(X 2 x 2 +x)+B(X 2 x 2 +1) + C(jc 3 +x) + D(x 2 +1) 

l =(á 2 A + C) jc 3 +(Bá 2 +D)x 2 +(A + C)x + B + D 

á 2 A + C = 0 
BX 1 +D = 0 
A + C = 0 
B + D = 1 


/ = 0 
C = 0 


5 


1-A 2 
A 2 


D = — 


1-A- 
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n, 1 


2 S 


l A _ n 1 - A n 

"I w" ” 2(17 


A) 


F(A) = -._L dF{?.) = -.-^~, integrando F(A) = -ln(l +A) + t- 

2 1+2. 2 1 + A 2 


para calcular el valor de la constante hacemos X = 0 


n 


F(0)=ylnl + c =0 => c = 0 


Luego F(A> = I - 2 —r—=—ln(l+A) paraA=l 

J « jc(1 + jc“ ) 2 


/ r (1) = ———~-dx =—ln2 

J o JC(1 + JC-) 2 


(ó) Calcular el valor de f |n(l + jt) ^ 

Jo Jj.v-2 


Solución 


Introduciendo el parámetro X: 



lnO + Ax) ^ * derivando respecto a X. 
1 + jr 


J( > (1 + JC 2 )(1 + 


_^ ln(l +A 2 ) 

Ajc) 1 + A 2 


(por el teorema de Calculo) 


_ x _ A Bx + C v4(l + .r 2 ) + (5v + C)(l + Ac) 

(1 + jc 2 >(! + Ax) 1 + 2x 1+x 2 (1 + Ar)(l + jc 2 ) 


-Y = A{x~ +1) + B(?x~ + x) + C(Ajc +1) => x = (A + ?J5)x 2 +(B + ?u:)x + A + C 
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A + 1B = 0 
B + AC = 1 
A + C = 0 


A = 
B = 
C = 


A 


1 + A 2 

1 

1 + A 2 
A 

1 + A 2 


F'(A) = —Ur[ f A _i* _ f A ±±i<fr] + - (1 - + f } 
1 + A 2 Jo 1 + ;jc *o l + x~ l + A 2 


F'( A) = —^-r-[-ln(l +A.v)+—ln(l + x 2 ) +A arctgjf]/ A + ^^-^ 1 
1 + A 2 2 J/ « i + A 2 


ln(l + A 2 ) 


F'(A) = -—[—ln(l + A 2 ) + —In(l + A 2 ) + A arctg A]+ U , 

1 + A" 2 1 + A“ 

1 lnO + A 2 ) AarctgA 

I (A) = —.-^+-^— , integrando 

2 1 + A* 1 + A* 


fr/iv f r 1 ln(l+A*) AarctgA. ,, , ,, , 1 , , , 

F(A) = [—.-+- T—]dÁ+k entonces F(A) = — arctg A.InO + A 2 ) + k 

J 2 1 + A* 1 + A“ 2 


para calcular k hacemos X = 0 entonces F(0) = 0 = 0 + k => k = 0 


Luego la integral que nas queda es: F(l) = f ln(1 + *^ dx =—arctg 1 .ln(2) 

J o 1+x 2 2 


rUnO + x) ln2 
• 1 —r -dx = - .n 


n ln2 
8 


í 


1 + jr 


8 


4.7. i ejercicios mmmsws- 



J *1 x m 1 -x nl 

- dx 

» lnx 


Rpta. \n(—) 

H 
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© Obtener por derivación respecto al parámetro / = J jc a (lnx)" dx, para n entero y a 


© 


> 1 


Rpta. / = (—!)"«!(«+ 1) 


-n-l 


(5) Integrar por derivación respecto el parámetro Jln(l + tg t. tg x)dx 


Rpta. -t ln cos t 


Utilizando el método de derivación respcclo al parametro, calcular 

fln(10-6cosx)í/x Rpta. nln9 

Jo 


© 


Sabiendo 


que F(P) = f Psen(Px)dx, calcular el valor 

Jo 

/ = J (a: 2 sen3x + x 3 cos3j <)dx Rpta. I = 0 


de 


n 

(ó) Calcular el valor de fj sen 0 arccos(- )dO Rpta. - coscí +— 

v ‘“* / J--a sen 6 2 2 


© 


Calcular el valor dc 


* senhjc dx 


J ** se 

— 

0 (coshjc + 


(cosh jc + cos a . senhx) ‘ 


, 0 < x < n 


_ ^ ,, , 1 r , 2 /1 + cosa n , 

Rpta. / (a) = - — [1 + - arctgJ- -] 

sen ~a tg a Vl-cos a tg a 


® rn /4 ? (fx 

Calcular el valor de I(a)=\ ln(l + a sen“ x) --— 

*' H sen' jc 


Rpta. I(a) = 2-s/rTa arctg ñ\+a + ln(-)- 

a + 2 2 


(5) Calcular el valor de I(a)= f ln(l +asen 2 x) ——— Rpta. I(a) = n-^añ -1 

sen - jc 
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Calcular el valor de 


la integral f ln(l + cos x)dx 
Jo 


_ n ~ 

Rpta. n —— 



Calcular el valor de la 


, f 1 arctgjc , 

íntegral - dx 

6 Jo \ + x 


4S EL POLINOMIO DE TAYLOR*- 


4.8.1 43PROX1MACION BE FUNCIONLS POR POLINQMIOS,- 


Los polinomios son las funciones mas sencillas que se estudian en análisis, debido a 
que son adecuadas para trabajar en cálculos numéricos, pues sus valores se pueden 
obtener efectuando un numero finito de multiplicación y adiciones. 

Las funciones logaritmicas, exponenciales, trigonométrica se pueden aproximar por 
polinomios. 

Existen muchas maneras de aproximar una fimción dada f por polinomios, esto 
significa que se comporta casi igual que la función en un punto. 

Si el error cometido en la aproximación es pequeña entonces podemos calcular con el 
polinomio en lugar de hacer con la función original. 

Nuestro interés es de obtener un polinomio que coincide con f y algunas de sus 
derivadas en un punto dado. 

Ilustraremos todo esto mediante el siguiente ejemplo. 

Supongamos que la función exponencial f(x) =e x en el punto x = 0, la función f y 

todas sus derivadas valen 1 y el polinomio de primer grado g(x) = 1 + x, también 
tiene g(0) = 1. 

También tiene g(0) =1 y g'(0) = 1, de manera que coincidan con f y su primera 

derivadas en cero, geométricamente quiere decir que la gráfica de g es la recta 
tangente a f en el punto (0,1). 
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Si se aproxima f por un polinomio de segundo grado Q que coincide con f y sus dos 
primeras derivadas en cero se obtiene una mejor aproximación de f que con la fiinción 
g por lo menos en las proximidades de (0,1). 



Tiene Q(0) = Q’( 0) = 1 y £”(0) = /"(0) = l, la gráfica de Q aproxima a la curva 

f(x) =e x mejor que la recta q(x) = 1 + x; se puede mejorar la aproximación 

utilizando polinomios que coincidan con f y sus derivadas terceras y de orden 
superior. 


Es fácil comprobar que el polinomio. 


n k 
k =0 ** 


4-X + - 


2! 


4- 



coincide con la ñinción exponencial y sus primeras derivadas en el punto x = 0. 
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TEOREMA.- Sea f una función con derivada de orden n (n > 1) en el punto x = 0, 
existe un polinomio P y uno solo de grado < n que satisface las n + 1 
condiciones. 

... 0 ) 


Demostración 

Sea P(x) = c 0 + qx + c 2 x 2 +...+ c n x n , el polinomio que se desea obtener en el que 
los coeficientes c c , c x . c„ deben determinarse usando las condiciones (2). 

P(0) = c 0 - /(0) c 0 =/(0) 

P'(x) = Cj +2c 2 jc+3c 3 jc 2 +...+tic n x"~ l 

P'(0)=cj =f(0) C!=/*(0) 

P"(x) = 2c 2 + 2.3c 3 x +...+ n(n - l)c n x"~ 2 

f"(0) 

P"(0) = 2c 2 =/"(0) c 2 =^-^ 

P”’(x) = 2.3c 3 ...+n(n-l)(n-2)cx" 3 

f "(0) 

F"(0) = 2.3c 3 =/ ,m ( 0) => c 3 = 1 — - 


P( 0) = /(0), P‘(0) = f’(0) . P (n) 0 = / (n) (0) 


« c( á ^(0)jc a 

Tal polinomio viene dado por la fórmula. P(x) = / --— 


P (i) (x) = 1.2.3 ..ji(n-l)...(n-k)c n x n k 
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P (k) (0)-\2.3..Jcx: k = =>c k = 


/•(*) 

•'(O) 

kl 


n n /•(*) 

w=ít*' 4 =í-f - ** 


*=0 


*=0 


OBSERVACION,- 

1) E1 grado de P es n o / (n) (x) * 0. 

2) P coincide con f y, sus n primeras derivadas en x = 0. 

3) En la misma forma se puede demostrar que existe un polinomio y uno solo de 
grado < n que coincide con f y sus n primeras derivadas en el punto x = a. 

Se escribe el polinomio P en forma ordenadas según las potencias de x — a y se 
procede como antes. Calcular las derivadas en x = a y se llega al polinomio. 

P(*) = ¿ /< ‘' (a> (*-0)‘ ... <3) 

k=0 ** 

que es el único de grado < n que satisface las condiciones P(a) = f(a), 
P'(a)=f(a) . P (n) (a) = f {n) (a). 

E1 polinomio (3) se Uama polinomio de Taylor de grado n generado por f en el 
punto a. 

4) La notación P = T„ f ó T n (í) indica la dependencia del polinomio de Taylor 
respecto de f y n. 

5) E1 símbolo T n se denomina operador de Taylor de grado n, cuando este 
operador se aplica a una fúnción f, produce una nueva fúnción T„f que es el 
polinomio de Taylor de grado n. 

6) T„ f(x, a) , indica la dependencia respecto de a. 
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Cálculo con polinomio de Taylor. 

Si la función tiene derivadas de orden n en un punto a, entonces siempre se puede 
formar su polinomio de Taylor T„f por medio de la fórmula. 


T„f(x) = 


z 


/í%) 

k\ 


(x-a) k 


Ejemplo.- E1 polinomio de Taylor de grado n generado por la función exponencial 
f(x) =e x en x = 0 es dado por la fórmula. 


T„f(x) = ¿ ^ ^ x k , donde f {i) (x)=e x => / (A) (0) = 1 


n k 


T n (e x ) = Y — = 1 + jc+—+...+ — 

h « 21 


y el polinomio de Taylor de la función /( x ) = e x en el punto x = 1 es dado por: 

n Z' (^ ) /1 \ 

r„(e‘) = £^—=(Jr-l)‘. donde / (,, (jr) = e' => / ( *>(l) = e 
* 9 


7-„(*') = ^(*-»‘=e£<^' 

k-0 4=0 A “ 


algunas veces el cálculo de las derivadas f {k) (a) es muy laborioso, por tal motivo 
veremos otros métodos para determinar polinomios de Taylor. 

TEOREMA 2.- E1 operador de Taylor T n , tiene las siguientes propiedades. 

i) Linealidad.- Si c¡ y c 2 son constantes. 


T» (C\f + c 2 g) = c, T„ (/)+ c 2 T n (/) 
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ii) Derivación.- La derivada de un polinoinio de Taylor de f es un polinomio de 

Taylor de f' es decir se tiene: 

(Tn/y^ir) 

iii) Integración.- Una integral indefinida de un polinomio de Taylor de f es un 

polinomio dc Taylor de una integral indefinida de f, es decir si: 


g(x) = f f(t)dt , se tiene entonces: T„_ x g(x) = f T n f(t)dt 
Jtí Jtí 


TEOREMA 3,- (Propiedad de Sustitución) 

Sea g(x) = f(cx), siendo c una constante, se tiene entonces T„g(x, a) = T„ f(cx.ca) 
En particular, cuando a = 0, tenemos T n g(x) = T„ f(cx) 

Demostración 

Como g(x) = í(cx), por la regla de la cadena se tiene: 
g'(x)=cf(cx) 


g"(x)=c 1 f"(cx) 
g'"(x) = c\f'"(cx) 

g <k) (x) =c* f (k) (cx) 

r.wZ&elfi-a? 

krr 0 ^ 


Wi 

-Z 


*=0 


cf {k] (ca) 
k\ 


(*-«)* 


k =o 


f (k) (ca) l 

1 ' (cx-ca) 1 =T„f(cx.ca) 

Á . 









Integrales Impropias 


517 


Ejemplo.- En el polinomio de Taylor correspondiente a la fimción f(x) =e x es 

x 2 

decir: T n {e*)~\+x+ -H...+—=/ —« al sustituir x por —x 




n *» 


encontramos que 


: 7-„(,')=l-, + ^ r+ ... + H)"^ r = Z(-l)‘ X - 

• 4=0 


Ejemplo.- E1 polinomio de Taylor correspondiente a la fimción f(x) = cosh x se 
obtiene utilizando la propiedad de Linealidad. 


Como cosh x=—{e x + e x ) se tiene: 
2 ' 


1 


t 2 „ (cosh x) =4- r 2 „ )+ 1 r 2 „ (e ■') = 1++...+ 

2 2 2! 4! (2n)! 


Derivando se tíene: 


x 3 x 2 ” -1 

r,„_, (senh x) = x + — +...+- 

3! (2/i-l)! 


TEOREMA 4.- Sea P„ un polinomio de grado n > 1, sean f y g dos fimciones 
con derivadas de orden n en 0, y supongamos que: 

f{x) = P„{x) + x"g{x) ... (a) 

en donde g(x) -» 0. cuando x -+ 0. E1 polinomio P„ es el polinomio de Taylor 
generado por f en 0. 

Demostracién 


Sea h{x) = f{x) -P„ (x) = x"g(x), derivando repetidamente el producto x"g(x), se 
observa que h y sus n primeras derivadas son 0 en x = 0. 


Por consiguiente, f coincide con P„ y sus n primeras derivadas en 0, de tal manera 
que P„ = T„f 
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Ejemplo.- De la identidad algebraica. 


n+\ 


—— = l + x + x 2 +... + x" +—-, Vx^l 

Í-JC 1 —X 




La ecuación (a) se satisface con f(x) = ——, P„(x) = 1+jc + ...+x" y 

I-x 

x 

g(x) =-, puesto que g(x)->0, cuando x-> 0 y el teorema 4 nos dice que 


l — x 

r„(— ^—)=1+.T+X 2 +...+x” 

1 -x 


Otro polinomio de Taylor se consigue integrando 


v 2 v 3 r " +1 

r„ +1 (- ln(l - x)) = x + +... + 

2 3 n +1 


Si en la ecuación (1) reemplazamos x por -x 2 se tiene 


,2n+l 


— 1 - = 1-X 2 +x 4 -x 6 +...+ (-1)" x 2n -(-1)" 
l+X' 1 + JC“ 


1 ” 

aplicando el teorema (4) encontramos que: T ln (--) = V (-1) 

i+jt 2 s 


k ~>k 

x- 


24+1 


integrando esta relación llegamos a la fórmula. T ln + X (arctg.c) = V (-1)* ~—- 

2 * + 1 


FORMULA DE TAYLOR. CON RESTO,- 


DEFINICION.-E1 error se defme E„(x) -J'(x)—T„f(x). Luego si f liene 
derivadas de orden n en a, se puede escribir: 


/(*) = X (x-a) k +E n (x) 


... (I) 


*=o 
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la ecuación (I) se denomina Fórmula de Taylor con resto en E n (x) 

La fórmula de Taylor es útil cuando podemos estimar la magnitud de E„ ( x ). 

TEOREMA 5.- Supongamos que f tiene derivadas segunda /'' continua en cierto 
entomo de a. Entonces, para todo x en ese entomo se tiene: 

/(*) =/(a) + / , (aK*-o) + £ I (jt) 

endonde £, (x)= 

ia 

Pemostración 

De la definición del error podemos escribir 

E x {x)= f{x)-f(a)~ f{a)(x-a)= \ X f'(t)dt~f'(a)\dt = \[f'(t)-f'(a)]dt 

Ja Ja Ja 

la última integral puede ponerse en la forma \u dv , donde u= f'(t)-f'(a) y 

Jfl 

v = t — x, así mismo = /"(/) y ~ = 1, de donde la fórmula de integración por 
partes nos da. 

Efx)= \u dv = u\ f - \(t-x)f"(t)dt= \(x-t)f”(t)dt 

Ja 1 a Ja Ja 

puesto que u = 0, cuando t = a y v = 0, cuando t = x con lo cual queda demostrado el 
teorema. 

TEOREMA 6.- Supongamos que f tenga derivada continua de orden n + 1 en un 
cierto intervalo que contenga a. Entonces, para todo x en este 
intervalo, tenemos la fórmula de Taylor. 

fw-t. l! Tr-<r-tf+E n w 

M kl 

Siendo £„U)=^-f (x-t) n f {nA) (t)dt 

n\Ja 
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Demostracién 


La demostración se hace por inducción respecto a n. ya se ha hecho para n = 1, 
supongamos que se cumple para un cierto n, luego se debe demostrar para n + 1, 
escribiendo la fórmula de Taylor para n + 1 y n y luego restando. 

n + \ r(¿) / i 

/W = 'Z J —rr l U-a ) 1 +£„.,(*) 

k= 0 


n f^(n\ 

f( x )=Y, — T\^ x ~ a)k +E «(*) 

i. rx 


■B„.i W = £„ W - /( ' ll>( ° > (x-a)"" 

(» +1)! 

Como £ w (x) = — f (x-t) n f (n+1) (t)dt y observando que ————=f (t-a) n dt 
«! Jo n +1 Ja 

se tiene: 

fu-r ‘ >(a> f (x-t)"dt 

n\ J* n\ io 

= -!-f(*-rn/ < "* l> «)-/ . (a)Vt 

Fll Ja 


La última integral puede escribirse en la forma ju dv, donde 

(x-ñ n+l 

u =f (n+l) (t)~ f (n+l) (a) y v =--— de donde integrando por partes y 

« + 1 

teniendo encuenta que u = 0, cuando t = a y que v = 0 cuando t = x encontramos que: 


E n ^(x)= — ju dv = -—fv du = - 1 J (x-t) n+l f in+2) 
/i! Ja n\ J" (n +1)! J" 


(t)dt 


esto completa el paso inductivo de n a n + 1, con lo cual queda demostrado el teorema. 
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TEOREMA.- Si la derivada de f de orden n + 1 satisface las desigualdades 

m </ (n+1) (/)< A/ ...(p) 

para todo t en un cierto intervalo que contenga a, entonces para todo x en este 
intervalo teneraos la siguiente estiraación 


^- a) " ' SE.U)S ‘ 

(w + 1)! (w + 1)! 


si x> a 


Wl(,Y -fl )”'" 1 

(w + 1)!' 


<(-l ) n ^E n (x)< 


M(x-fl)” +1 
(« + !)! 


si x < a 


Demostración 

Supongamos que x > a, entonces la integral para E„ (x) se extiende al intervalo 
[a,x], V t e [a,x], teneraos (x-t) n > 0 entonces a la desigualdad (P) se expresa: 


m(x-l) n < (x-t) n p n+ i) (/) < M(x-Q w 
«! 


n\ 


n\ 


integrando de a hasta x, encontraraos que: 


nl Jo J» n\ m 


( 1 ) 


sea u — x — t => du = = -dt, de donde 


ríx-/r*-rv*-í^i 

Ja JO U +1 


(2) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 


m (x-fl) 
«! n +1 


«+i 


<E„(x)< 


(x-a) 
n +1 


n +1 


z£) 

(n + l)! 




(«+ 1)! 
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Si x < a, la integración se efectúa en [x,a], V t e [x,a]. 
Tenemos t > x, con lo que (-1)"(x -/)” = (t-x)" > 0 


A al desigualdad (P) lo multiplicamos 


C-I)"(x-Q" 

nl 


w(/ — < 21 f {n+X) (t) < — - . que es lo 

n\ nl nl 


mismo 


nl nl J n\ 


-!)"(*-/)" 


ahora integramos de x hasta a. 


í 


« w(-l)"(x-f)" 


n\ 


dt< r ( / (n+i) (t)dt£ r Af ( . »> ( 

Jx nl Jo ni 


-l)"(x-t)" 


dt 


W(q —< (-1)” +1 E n (x) < M ^ ü — 
(n + 1)! (n + 1)! 



Si f es una fimción continua en [a,b] para cierto c e [a,b], se tiene la integral de 


| f(x)dx = f(c)(b-a ). 



Suponer que f y g son continuas en [a,b]. Si g no cambia nunca de signo en 
[a,b], con c e [a,b], se tiene: 

^f(x)g(x)dx = f(c)jg(x)dx 

otras formas de la fórmula de Taylor con resto, explicando el T.V.M.P. para integrales 


tenemos: 
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W+1 

f'(x-r)"/ < "* ,) (')rf< = / < " +l, wf'(x-/)Vi = /'”* 1, (c)í^—, c € [a.x] 
J*» j u (n +1)! 


Luego el error se expresa: E„ (x) =---/~ <n+1) (c)(x -a)" +1 = —- - - - • '— 

«!(« + !) (« +1)! 


n +1 



. Forma de Lagrange del resto. 


OBSERVACIONES 

f (n+1) (x) esta calculada en c desconocida y no en a. el punto c depende de x y 
de n. 

Suponer que / <n+1) , existe en (h,k) intervalo abierto que contiene al punto a y 
que / < " > es continua en [h,k]. Elegimos cualquier x * a en [h,k]. 

Admitir que x > a. con fmes de simplificación. 

Mantener x fijo y definimos una nueva función F en [a,x] del siguiente modo: 

í 1 w=/» + S ; 4r«-')‘ 

*=i 

Observarque F(x) = f(x), F(a) = T„f(x,a) 

Luego F(x) -F(a) = E„ (x ), F es continua en [a,x] porque / <n) lo que, luego f es 
continua, f (k) es continua (x-t) k continuaFes derivable en (a^c). 

A1 calcular F'(t ), tener encuenta que cada término de la suma es un producto, al 

desarrollar la sumatoria se simplifica todos los términos excepto uno (el de la mayor 
derivada) y nos queda. 

F'( t ) = ^Zll /( w+1 >(/) 
nl 
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Tomar G cualquier función continua en [a,x] y derivable en <a,x>. 


F'(c) 

Si G '*0 en <a, x>, entonces se tiene: E n (x) = —¡— ~[G(x) -G(a)] 

G'(c) 


Se puede expresar el error de varias maneras, mediante elecciones distintas de la 
función G, por ejemplo. G(t) = (x-t) n+1 , entonces 


E n (x) = 


( X-C)" /'""Md-J)"*' -(x-a)"* 1 ] 


nl 


G'(c) 


f {n+1) (c)(x-a) n+1 

E„ (x) = ----—. a < c < x Fórmula de Lagrange. 

(» + l)! 



I. Encontrar el polinomio de Taylor de grado n para cada función f alrededor del valor 
dado de a. 


f(x) = ln (1 + x), a = 0 

Solución 


n 

P(x) = = X 


*=0 


/(x) = ln(l + x) 
1 


f'(x) 


1 + x 


f'(x) = - 
f'"(x) = 


1 


d+xy 

1.2 


(1 + x)- 


/'"'( 0)U-a)” 

k'. 


el polinomio de Taylor. 


/(0)=0 
m =i 

/'(0)=-l 

/"(0)=1.2 


/<"'W = (-1)” 


(«-!)! 
(l + AT)" 


/'"(0)=(-l)" 4, («-l)! 
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P M .m+rmx+£®£-+ r ' m *-+...+ r ’ m ' 


2! 


3! 


nl 


P(x) = x .^ + l A x > + ... +( -i,"*' 

2! 3! n\ 


3 3 4 / i \ w+1 n 

. X~ X x (-1) X 

P(x) = x -+ -- 


2 3 4 


;» 


© f(x) = ln (1 + x), a = 1 


Solucíón 


f (x) = ln(l + x) 
1 


/'(*) = 


1 + x 


/”(*) = - 
f'"(x) = 


I 


(1 +xy 

1.2 


(1+*) 3 


/‘”w = (-i) 


n (;>-l)! 

(l+x) w 


/(l) = ln2 

/'( 1 )=| 

rw—jr 

1 2 

/'"(1)=-T 




/ w ( d= 


2" 


” f {n) 


f W ( 1)(*-1)" 


/>(x)=f„(/ W ))=yi-^ 

ní 


PW = /C) + /'C)(x-l) + / ' ,(1)(x - 1)2 + r " (1 ^- |)i + 


2! 


3! 


. / ,v (l)(.t-l) 4 , . f M (l)(x-\) n 

I ' i m m m i 


4! 


»! 


x-\ 1 . 1.2 , „3 . . / ,.W +1 (»-1)! 


P(x) = ln2 + — - - —(x—1)” +-^— (x-l)'+...+ (-l) 


2 2 / 2 ! 


2.3! 


2 w .;>! 


(x-1)’ 



























526 


Eduardo Espinoza Ramos 


© 


© 


P(x) = ln 2 + 


JC-1 


1 , (*“!) 
(x-1) + 


2 2 . 2 ! 


2\3 


(-l) w+I (x-l) H 

2".w 


f(x)=e*, a = 1 


m=e x 
f'(x) = e x 
f"(x)=e x 
\f"'(x) = e x 


Solución 


m = e 
f'( l) = e 
f"( D = e 
f'"(X) = e 


L/ W (l) = e 
- / ( "» 0 ) 


f M U) = e’ 

P(x) = r n (e'4)= Y 1 —-(*-!)* 
£ o 




U-l) , (»-!)* , 

/i! 


f(x) = cos x , a = 


7T 


Solucién 


1t 

f (x) = cos x = sen(x +—) 
f' (x) = -sen x = sen(x + n) 
f" (x) = - cos x = sen(x +~) 
f ''' (x) = sen x = sen(x + 2n) 


/<">(*) = sen(x + ™) 


/(-) 

1 3 2 

n-)=— 

3 3 2 

/••(£>=-! 
3 2 

/•tn / ^ \ 

3 2 


/'('») \ ,27r + 3/i7r 

/ l (—) = sen(---) 

3 o 


6 
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n ^rfi J ( 3 ' n 

P(x) = T„(cosx,-) = X — TT- (x-~) n 
3 TT kl 3 


*=o 


/*'(-) 


/ (w, (v) 


P(jt)=I+/'(iL)( x _iL) +-—(x-V+...+- 3_ (x _-„ 

2 7 3 3 2! 3 n! 3 


, 7T 2 / ^v3 

1 /3 , 7r v 1 (x_ y) V3 


P(x) =-(x —) —.- 

2 2 3 2 2! 


3! 




II. Determinar los primeros términos del desarrollo de Taylor alrededor del valor de a, 
efectuando el proceso, hasta incluir el término (x-a) n para el entero dado n. 


© 


f(x) =e x , a = 0, n = 4 


Solución 


2 3 n 

Como g(x) = e x =l+x + — 

2! 3! n! 


P(x) = T„ (f(x)) = 1 -x 2 +~~ y+ ...+(-1)" £l 


P(x) = T 4 f (x,0) = 1-jc 2 +^—^ + fj 


@ f(x) = xe K , a=0, n = 4 


Solueién 


n x . x 2 x 3 x" 

Como e =l+x+—+—+...+— 

2! 3! n\ 


3 4 n+1 

xe* =x+x 2 +—+—+...+- 

2! 3! n\ 


3 4 5 

p(i)=r 4 /M)=í+i ! +4 ~ + ~ + tt 

2 6 24 
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® /(*)=—a = 0, n = 4 


\ + x 2 


Solución 


Como 


1 — JC 


= l + x + x 2 +...+x n sí|x|<l 


1 = l_ JC 2 +x 4 _J c 6 + ... + (_l)” x 2 " 


\ + x' 


P(x) = T A f(x,0) = l-x 2 +x* -x 6 +x 8 


f(x) = arctg x, a = 0, n = 5 


Solución 


Como —^- = l-x 2 +x 4 -x 6 +...+ (-l)"x 2w 
\+x 2 


r -^-y= To-» 2 +» 4 -i 6 +...+(-i)"/ 

JO 1 + / 2 Jo 


2 n 


)dt 


x 3 x 5 x 7 (-lfx 2n+1 

arctgx = x-+-+...+—-- 

3 5 7 2/j + l 


r 3 r 5 r 7 r 9 r 11 
P(x) = Tcf(x,0) = x ——+-—— 
57 3 5 7 9 11 


III. Calcular las expresiones dadas con aproximación del número indicado de cifras 
decimales, comprobar dicha expresión utilizando el Teorema de Taylor con residuo. 


© 


e 0 2 , 5 decimales. 


Solución 


x 2 X 3 X 4 


Como e = 1 + x +—+—+—+...+ — 
2 6 24 nl 


- x , x 2 x 3 x 4 
e = 1—x+-+- 


2 6 24 


-...+ (- 1 )" —— 
n! 


Sustituyendo x por—x, tenemos: 
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Como x = 0.2, tenemos: 


-02 . (0.2) 2 (0.2) 3 (0.2) 4 ínW (0.2) w c , . , 

e =1-0.2+-+ —--+...+(- 1 ) -— para 5 decimales es: 


24 


/;! 


e -° 2 = 1 - 0 . 2 +^—conerror 0 < /? 3 ( 0 . 2 ) < 

2 6 3 4! 


entonces e 02 = 0.81867 con error 0 < R 3 ( x ) < 0.00006 


© 


e 04 , con 4 decimales. 


Solucién 


2 y 4 
XXX 


e = 1 —x +-+-. 

2 6 24 


Jt 

(- 1 ) —, Como x = 0.4 tenemos: 
/;! 


-04 | r\ a (0.4 ) 2 (0.4 ) 3 (0.4 ) 4 . „ (0.4)” ^ . , 

e = 1 - 0 . 4 +-—--—+— : -+ ...+(- 1 ) — : —, para 4 decimales es: 


24 


/;! 


e ~ 04 = 1-0.4+ conerror 0 < |/f 3 (0.4) | < 

2 6 3 1 4! 


<| 04 ¿ 


entonces e 0 4 =0.6694 con error 0< | /f 3 (0.4) | <0.001060 


4.10 EJERCICIQS PROPUESTOS.» 


1. Encontrar el polinomio de Taylor de grado n para cada fimción f alrededor del valor 
dado de a. 


© 

fíx) = cos x, a = 0 

© 

m 

, , a = 0 
(l-x) 2 

© 

f{x) = . 1 , a = 0 

V l-x 

© 

f(x) = 

ln x, a = 3 

© 

J(x) = 4x, a = 4 

© 

f(x) = 

n 

sen x, a- — 

A 
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© 

/W = ln¿^). a = 0 
l-x 

© 

f(x) = x In(x 2 +1), a = 0 

II. 

Determinar los primeros términos del desarrollo de Taylor alrededor del valor de a. 


efectuando el proceso hasta incluir el término (x-a) 

" para el entero dado n. 

© 

f(x)= - -, a-0. n-4 

V 1-x 2 

© 

f(x) = tgx, a-^-, n = 5 

4 

© 

f(x) = arcsen x, a = 0, n = 5 

© 

f(x) = In (sec x), a = 0, n = 6 

© 

fíx) = sec x, a = 0, n = 4 

© 

f(x) - e x cos x , a = 0, n = 4 

III. 

Calcular las expresiones dadas 

con aproximación 

del número indicado de cifras 


decimales, comprobar dicha expresión utilizando el Teorema de Taylor con residuo. 

© 

Ln(1.2), 4decimales 

© 

tg(0.1), 3 decimales 

© 

cos(0.5), 5 decimales 

© 

(1.08) 1/4 ,5 decimales 

© 

(0.92) 1/4 ,5 decimales 

© 

(0.91) 1/3 ,5 decimales 

© 

(3.0) 1/5 ,5 decimales 

© 

(0.8) 1/5 ,5 decimales 

© 

(1.5) 1/4 ,5 decimales 

© 

ln(0.8), 5 decimales 

© 

ln(0.6), 3 decimales 
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CAPJTULO V 


5. APLICACIÓN E 

'E I.A INTEGRAL DE 

pi 

VIDA A LA 





.. JFISICA 

.. . .. . ^ .... . 





MASA* MDMEISTOS ESTATI€OS Y DE ENERGIA Y CENTRO 
DE MASA; 


-i— »-VV-y. ¡-•■V-' Vr”-V*-;-VJ. r iV-'-Vvy- . ••jí-vXv'-’-»- ■ V-V-'-'*-> 'í-'-»-'-»-V- -irXy'-V- V-Vi'-'.-'^'-V-'-V-'-V - 


ler. Caso: Sistema de puntos Materiales. 

Consideremos un sistema de n puntos materiales de masas , ubicados 

en un plano de la recta L, llamado eje, entonces definimos. 

a) Masa Total del Sistema. 


j. 

M 

1 

IPí'Íüll 

# 

m 

;x: 








b) El momento estático respecto al eje L. 





m n d. n ~J\m i d i 


3 Wmíífigs 

H 






. ;4 » . • _ _ . a -i./';. . . 




EJE L 
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c) E1 momento de inercia respecto del eje L. 


mmm 













d) El centro de masa respecto del eje L. 



OBSERVACION.- d¡ - ± distancia del i-ésimo punto al eje L. donde el signo + se 

elige para aquellos puntos que se encuentran en un lado del eje 
L, y el signo para los puntos que se encuentran en el otro lado del eje L. 



e) Radio de giro respecto del eje L. 



R = radio de giro respecto del eje L. 

2do. Caso.- Curvas Planas. 

Supongamos que la curva C representa a un alambre (o hilo) contenido en un plano de 
una recta fija L y admitamos que en cada punto de la curva se tiene una densidad 8 de 
masa por unidad de longitud. 


La masa de un arco elemental ds es dM = 8 ds. 
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OB SERVACION 

1) Sea x = ± distancia de dM al eje L. 

2) E1 signo + se elige de acuerdo a donde se encuentre dM a un lado del eje L. 

3) E1 signo - se elige cuando dM se encuentra al otro lado. 

Ahora para la curva C que representa a un alambre damos la siguiente defínición. 


a) 

b) 

c) 

d) 

e) 


Masa Total: 


Momento estático respecto al eje L. 


Momento de inercia respecto del eje L. 


M=jdM 



» 


xdM 



x 2 dM 

* 



Radio de giro respecto del eje L. 

R = radio de giro, R > 0. 

Cuando C = alambre se encuentra en el plano XY el centro de masa se 
denota por (x,y) y es definido por: 
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OBSERVACION.- 

1) Los límites de integración de las partes a), b) y c) se determinan de tal manera 
que el elemento de masa dM recorre toda la curva C. 

2) Cuando la masa es constante diremos que la masa es homogénea, en este caso el 
centro de masa (x, y) se denomina centroide. 

3) Cuando se trata de figuras geométricas se toma 5 = 1 en este caso la masa del 
alambre es numéricamente igual a la longitud. 

4) Cuando la curva es simétrica al eje L, entonces el centro de masa se encuentra en 
el eje L. 


3er. Caso.- Figuras Planas. 


Supongamos que una “lámina fma” tiene la forma de una región s contenida en un 
plano, y que la masa de la lamina es homogénea, es decir que la densidad 5 de masa 
por unidad de área es constante. Sea L una recta fija en dicho plano; la masa de un 
rectángulo elemental con dos lados paralelos al eje L (franjas paralelas al eje L) es dM 
= 5h dx, donde h la altura y dx la base de dicho rectángulo. 



-► 

o 


x = ± distancia de R al eje L, el signo se determina de acuerdo a los casos anteriores. 


Ahora daremos las siguientes definiciones para la lámina. 



a) Masa Total. 
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b) Momento estático respecto al eje L. 


c) Momento de inercia respecto al eje L. 


d) Radio de giro respecto al eje L. 



e) Si la lámina esta en el plano cartesiano XY ei centroide de s es (x,y), donde 



ií. M\ : 

' 1 ' 


M 


0 El momento de inercia relativa al origen (o momento polar). 




+rWM^i x: +i x 


g) Cuando la región S del plano es acotada por las rectas x = a, x = b y las 
curvas 0<yj(x)<y 2 (x), a^x^ b, entonces se tiene: 



4to. Caso: Superficie de Revolución. 

Suponiendo que D sea la superficie obtenida por rotación alrededor del eje X de 
la curva y = f(x) > 0 para a < x < b, entonces defmimos. 



a) Area de 
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b) Momento estático de D respecto al eje X. ¿fcf, — 2F1 f 


c) Momento de inercia de D respecto al eje X 


/,=211 ) 2 dx 



5to. Caso: Sólidos. 

Supongamos que S es el sólido de densidad constante 8 de masa por unidad de 
volumen en el espacio XYZ, limitada por los planos x = a y x = bsi A(x) es el área 
de sección de S paralela al plano YZ en el punto x, a < x < b, entonces la masa del 
cilindro elemental de base A(x) y altura dx es dM = 8A(x) dx entonces definimos. 


Z 


Y 



a) La masa de S: 



b) Momento estático de S respecto al plano YZ. 



c) Centroide de S es (x,y,z) donde 




M 
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5.2 TEOREMAS DE PAPPUS (GuIdiiiK- 

a) TEOREMA 1.- EI área de la superficie engendrada por la rotación del arco 

dc una curva plana alrededor de un eje siluado en el mismo 
plano que la curva, pero que no se corta con ella. es igual al producto de la 
longitud de dicho arcos por la longitud de la circunferencia que describe el 
centro de gravedad del mismo. 



Sea C: y = f(x), x e[a,b], una curva definida por la función continua f (no ncgativa 
sobre [a,b]). La coordenada y es dado por: 


v 



longñud de C 



C b — 

de donde j y ds = y L 

Ja 


...d) 


además sabcmos quc: el área de la superficie dc revolución de la curva alrededor del 
ejc X cs: 

A{s) = 2n ty ds - 2n >• L , Luego A(s) = 2n v L 

Ja 

Ejemplo,- Deierminar el área S de la superlicie de revolución generada por la 
rotactón del primer arco de la cicloide x = t — sen t, y = 1 - cos t, 

4 

t € [0,2n] alrededor de la rccta L : v = x + —. 

3 


Solución 
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Hallando las coordenadas del centroide 
t e[ 0 , 2 n], jc'(0 = 1-cos/ , v'(/) = sen/, longituddeC = 8 . 


í x (/)-/*’(/) 2 +v'(/) 2 rf/ = 2 f (/-sen/)sen —dt = 
J» Jo 2 


8 /r 


I" v(/ ) sfx '(() 2 + v '(/) 2 dt sen^ — dt = ~ 

Jo ' v ■ Jo ? 3 


32 

- 8jt - 3 4 - 4 

x = — = n , v = — = - , luego (x, v) = (n,—) 
o o 3 3 


d(c,L) = - j =—- = —j =, luego por el teorema de Pappus 

V 2 v 2 


/ 4 (.y) = 2nd (longitud C) = 2n(-^=)8 = Ü-Jln 2 

-J2 

b) TEOREMA 2.- E1 volumen del cuerpo engendrado por la rotación de una 

figura plana alrededor dc un eje, situado cn el mismo plano 
que la figura, pero no se corta con ella, es igual al producto del área de dicha 
figura por la longitud de la circunferencia que dcscribe el centro dc gravedad de 
la misma. 
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v = m y A 

donde: A = área de la región 

V = distancia del centro de masa de la región al eje dado. 

V = Volumen del sólido generado por la región. 

Demostración 



Sean f y g dos íunciones continuas, donde f(x) > g(x) >0, V x e [a,b]. Si R es la 
región encerrada entre las curvas y = f(x), y = g(x) sobre el intervalo [a,b]. 

i r* , , 

-I (f-U)-g-{x))dx . ^ 

Sabemos que: y = ^- ósea que (x))dx = 2 yA 

Area (R) J« 

además V = n j (f 2 (x)-g 2 (x))dx = 2nyA .*. V =2nyA 


Ejemplo.- Sea R la región limitada por la semicircunferencia y = ya 2 -x 1 ,y 

el eje X, utilizar el teorema de Pappus para calcular el volumen V del 
sólido de revdución generado por la rotación de R alrededor de la recta 
L: y = x — a. 

Solución 
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Las coordenadas del centro de gravedad son: 

- - 4a 

.y = o, y~ — 

3 n 


Sabemos que: V = 2 jr d A 


, 4a 

- ,-0 + £/ . 

rf(/>.¿) = lj, ~y a| =-3g- r - = ^jn + 4) 

y¡2 V2 3 n-n 


m' 


A = —área de la semicircunferencia, luego por el teorema de Pappus. 


v 2na(3n + 4) na l x ¿/ 3 /r(37T 4) 
V(s) = - — -(-——) =- = - 

3/rv2 2 3^2 


Ejemplo.- Calcular el volumen del sólido S generado por la rotación de la región R 
limitada por la parábola y = x 2 . y la recta y = x + 2 entorno a ésta 
última. 

Solución 

Por el teorema de Pappus se tiene que: 

V(s) = 2 ít d A. donde d = es la distancia del 
centro de gravedad a la recta en el cual rota y A es 
el área de la región R. 

Calculando el área de la región R 

f 2 7 0 

y4(f?)=j x(x + 2 - x~ )dx = — 

J í 2 

Calculando el centro de gravedad de la región R. P[x, y) 



M 


v = J* x(x + 2-x 2 )dx = j. M x =— l(x + 2f - jc 4 ]cix = y. 


por lo tanlo 
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- M X_ 1 


X = -— = — 

A 2 



Ahora calculando la distancia del punto P a la recta L 



Vl + 1 20 


luego por el teorema de Pappus 


y (s) = 2n d A =2n( 


9^2 0 8h/2/r 3 

—— ) — = ———</ 


20 2 20 


53 CAMÍNO RECORRIOO POR ÜN PUNTO.- 


La longitud del camino o trayectoria recorrido por un punto P que sc mueve a lo largo 
de una curva en el intervalo de tiempo [/j, / 2 ] es definido por: 



donde V(t) = Velocidad. 


5.4 TRABAJO.- 


Si la fuerza f es constante durantc el desplazamiento, el trabajo W realizado por ésta 
fuerza es defmida por W = f.d, donde f es la fuerza constante y d la distancia 
recorrida por el cuerpo. 

Si la fuer/a no es consianie durante el desplazamiento. el trabajo no se puede exprcsar 
en forma tan simplc. 

Consideremos P una particula que se desplaza sobre la linea coordenada desde a hasta 
b. por medio de una íuerza f = F(x), V x e [a,b] donde F(x) es la fuerza aplicada a la 
particula P cuando se cncucntra en el punto cuya coordenada es x. 


T ; 


P 



T. 


a 


X¡ X X n . 2 x n ., b 
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Cuando la particula se mueve de ,v (1 a x¡ , el trabajo reali/ado es aproximadamente 
igual al producto F(t¡)A,x quiere decir que mientras más pequeña es la longitud 
A,x en [jc; j,jc, ] mejor será la aproximación ahora, formando la suma de Riemann 


del trabajo. 


A ¡W = F(t¡ )A ¡x se tiene: 



el trabajo total realizado por la fuerza F denotaremos por W y es defmido por: 


W = lim 

IVM» 


n 

F(t¡ )A¡x = J F(x)dx 



OBSERVACION.- 

I) Un ejemplo de trabajo realizado por una íuerza no constante, es el alargamiento 
o comprensión de un resorte helicoidal. 

Según la ley de Hooke, se tiene que la íiierza necesaria para estirar un resorte 
helicoidal, varía directamente con la elongación del resorte. 

La fiierza F(x) para producir una elongación de x unídades que puede ser dada o 
se calcula a partir de los datos. 

Ejemplo.- Una fuerza de 25 kg. alarga un resorte de 3 cm., encontrar el trabajo 
requerido para alargar el resorte de 2 cm. mas. 

Solución 

Se tiene F(x) = kx, como x = 3 cm. = 0.03 m. 

2500 


F(0.03) = 0.03 k = 25 k 


3 
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F{x)dx= I kxcix= 
Jom 


2500 r 2500 
3 Jura'* ' _ 3 ' 2 ' <un 


= ^p[0.0025-0.009] 


1250 

= —— (0.0016) 


W = —kg / ms 
3 6 


La iniegral también se aplica para dcterminar el trabajo realizado al bombear agua (u 
otro liquido) de un tanque: 


E1 principio físico que se usa es: 

“Si un objeto se eleva una distancia vertical h, el trabajo realizado es el producto del 
peso del objcto por la distancia h. 


Consideremos un tanque que contiene agua hasta una proíundidad de km. 



Sea W el trabajo rcalizado al bombear el agua a la parte superior del tanque, el área de 
la base del i-ésimo sólido elemental es A, su volumen será A, .Ad, , como el agua 

pesa 1000 kg. por m 7, , entonces el peso del i-ésimo sólido elemental es lOOO^-.Atf,. 

La canlidad de trabajo realizado para elevar cste sólido Ileno de agua, hasta la parte 
superior del tanque es aproximadamente. 


A¡W = (1000^4, Ad¡ )d¡ 
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. •...:: 

n- 

'ST' x 

Ú 

.... .. . ••«• .• 


w = > f 11 


Mí 








U H 

tomando limitcs se tiene: 

r = fím > A ¿ r = Um 2 (Í0004 MH i 


entonces W es el trabajo reali/ado al bombear el agua hasta la parte superior del 
tanque. 

Para hallar una integral definida cuyo valor es W dependera de hallar una función F 
donde el dominio contiene un intervalo S de longitud k tal que: 

f 


Ejemplo.- Un tanque en forma cilindrica circular de radio 8m. y altura 20m. se Ilena 
con agua. Encuentre el trabajo necesario para bombear el agua hasta 
llenar el tanque. 

Solución 



E1 trabajo requerido para elevar el i-ésimo sólido hasta 
la parte superior del tanque es aproximadamente 

1000( A¡ Adj )d¡ , donde A¡ = n rf , de donde 

n 

y (1000/4, Ad, )d, es la suma aproximada para el 

trabajo W necesario para bombear el agua hasta la parte 
supcrior del lanque, para expresar el i-ésimo termino de 
la suma de aproximadamente en la forma F{t¡ )Av, . se 

considera una línea coordenada sobre el cual se puede 
graficar el dominio, el intervalo es [ 0,20] y sc hace 
t¡ = x, = d¡ para i = 1,2,.. .,n, A d¡ = x¡ -x¡ , = Av,-. 


Luego la suma apioximada se puede escribir: 
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// n 

y (1 OOO/í^. Ad, )d¡ ~ ^ 1 000to, 2 .v, Av, , lucgo F(x) = 64x entonccs sc tienc: 
» 0 » 0 


f 2» 

= 1 "’ 


W = 1 (KN)ir.64.v dx = 64000/r 


í 


20 

x dx 


W = 12 800 000 n 


5.5 ENERGIA CiNETlCA,- 1 

Se da el nombre dc energia cinctica dc un punto matcrial, de masa m y vclocidad v. a 
la siguicntc cxpresiún: 



5.6 FRESION PE LOS LIQUIDOS.- 

Para calcuiar la fuerza con que presionan los liquidos se emplea ia ley dc Pascal, 
scgún )a cual. la presión que ejerccn los líquidos sobre una área A sumergida a un 
profundidad x. cs igual a: _ 

P ~ dx 

donde y cs cl pcso especifico del liquido. 
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[~Ü7 


PROBLEMAS DESARROLLA0OS.- 


© Hallar los momcntos estáticos. respecto a los ejes coordenados, del segmento de la 

X v* 

linea recta —+— = 1, comprendidos entre dichos ejes coordenados. 
a b 

Solución 

Los momcntos estáticos rcspecto a los ejes coordcnados cs: 




~ v v, ft , dv b 

Como — + — = 1 => ) = — (¿/— jc> => — = — 

a b a dx a 


¿CKJI 


M 


f" b I b 2 b-Ja~+b í (a-x)~ ,a 

J» a V a~ a 2 2 • 0 


óVúr 2 +6 2 


• ■ — 


b-Ja 2 +6 2 


\4 f íi ,d>\i .1 f 4a +b 4crTb- ■> ,a 

M , = x. I+(— ) dx= - x dx = - x~ / 

Jo V dx Jf) a 2a 0 


a-'Ja 2 + 6 2 


••• , 


Qj Encontrar el ccntroidc de un arco de la catenaria v = 4 cosh(—) desde x = -4 
w 4 

hasta x = 4. 

Solución 


v = 4cosh(—) 
4 


dv .,*v 

— = senh(-) 
dx 4 


m - =iw 


1 + (—) 2 d\ = f 4 4cosh(—).[I + senh 2 (— )d\ 
dx J 4 4 V 4 
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= 4 j* cosh(—). cosh (—)dx = 2 f (1 + cosh — )dx 
J 4 4 4 J 4 2 

M x =8senh2 + 16 


A/, = f jcJ1 + (— ) 2 dx= f xcosh — dx = 0 
J 4 V rfx J 4 4 


Como 



entonces x = 0. 


y 


2 + scnh 2 
senhl 


/-v /r> 2 + scnh2 x 

(a', v) = (0, -——) 

senhl 


NOTA.- L = f Jl + (— ) 2 dx= f cosh— í/a =4senh~/ 4 =4(senhl-scnh(-l)) 
J 4 y rfr J 4 4 4 7 4 

Hallar el cenlroide del área acotada por las curvas y =x 2 , y = 4x . 


Solución 


Graficando la región se tiene: 
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© Hallar el ccntro de gravedad de la superficie limitada por las curvas t -2 -2px ,x = h. 

Solución 


Grafícando la retjión 



A=2^y dx = 2^ -Jlpx 1, ~dx 


4 

3 


A=—^j2ph-Jh 


Ahora hallaremos los momentos con respecto a los ejes 
r* 1 

M. = ¡ — (2px-2px)dx = 0 
Jo 2 


ds = a-y/2-s/l -cos /dt = 2asen(—)d( 

2 


flrc f f 2/r 

r¿v = 2a I sen — dt = —4a cos —dí /* 
o Jo 2 2 ' 0 

f 

M x . = | v ds= úf(l-cos/)2osen— di 
J() Jo 2 

Af v =£ x 2^2px h2 dx = ~^2px 5,1 / tí = ^-Jlph 2 4h 


L = 8a 


_ M v —'féph 2 'fh 3 _ M 

Luego x = —— = — - =-h , v=—— = 0 

A 4 rz —, /r 5 A 
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Hallar las coordenadas del centro de gravedad del primer arco de la cicloide 
x = (t - a sen t), y = a( 1 - cos l). 

Solución 


\x = a(i -sen/) (dx = a(\- cos t )di 
| v = a(\ — cos /) |rfv = £fsen/ dt 


(dx) 2 =a 2 (l- co^ t) 2 (d¡ (dy) —a 1 sen 1 t(dt ) 7 


ds =sj(dx) 2 +(dr) 2 = a^[( 1 -cos/) J +sen 2 tdt 


= 4 a- 


fsc 



32 


7 

a~ 


En forma similar para A i = 8a 2 n luego el centro de gravedad es: 

32 

- M v % a 2 n _ M x 3 a 2 4 a 

v =-=- = an , y = —— = —— = — 

L 8a L %a 3 


(x, y) = («n. 


4a 



r l largo natural de un resorte es de 10 cm. Una fuerza de 90 kgrs lo alarga hasta a 
j 1 cm. Encontrar el trabajo requerido para alargarlo de 12 a 14 cm. 


Solución 


11 cm. = 0.11 in 


f(0.11)= r.l 1 k 


=> k = 


9000 

11 




9000 

11 


1 - 0.14 
0.12 


x dx 


4500 , 
x 


. 0.14 

/ 0.12 


4500 

11 


(0.0196-0.0144) 


45 

U 


(0.52) 


11 
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Encontrar el trabajo efectuado al alargar un resortc 6cms. sabiendo quc se necesita una 
Íuer7a de 15 kg. para alargarlo I cm. 

Solución 

Como f(x) = kx adcmás 1 cm. = 0.01 m. 
f«).01)=0.01 k= 15 => k= 1500 



f IKI6 M ) 06 

W - I / (x)dx = 1 500jc dx = 2.62 kgr. 

Jo.oi' Jo.ot 

Encontrar el trabajo requerido para bombcar el agua que llena un rccipicnte 
hemisfcrico de radio R. por encima dcl recipienle. 




W = pU^x(R 2 -x~ )dx = 

Detcrminar el trabajo realizado en la expresión adiabatica dcl aire hasta ocupar el 
volumen inicial es V {) =\m y y la presión p {) = \ kj f /cm 2 

Solución 

De acuerdo a la lcy de Poisson se tiene pv k = p () V {) donde k =t 1.4, de donde 


fr= r^W>. rfl . = W ! .[ 1 _ ^ * i, 
JV2 v k k -1 Vj 


Rceinplazando valores se tiene: W = 15,000 kg-f/m 
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Un reservorio vertical liene forma de trapccio calcular la presión total del agua 
sobre dicha presa, sabiendo que la base superior tiene 70 cm., la base 50cm. y su 
altura 20 cm. 

Solución 




Una lamina tiene la forma dc un rectángulo y es sumergido verticalmente en un tanque 
con agua y su base superior en la superficie del liquido: si el ancho de la lamina es de 
1 Op y el largo cs de 8p encontrar la fuerza debida a la presión del liquido sobre un 
lado de la lamina. 



r* 

F = 2vv l x / (x)dx dondc 

Jo 


F(x) = 5 


= 2vv|í 
Jo 


5.v dx = 320 w 


Se lan/a una pelota vcrticalmente hacia arriba desde el tccho de una casa de 64p. de 
altura y la veloeidad inicial es 48p/reg. ¿Cuánto tiempo tardara la pelota en llegar al 
suelo y con qué velocidad llegara? 


Solución 
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V a =48 plreg, t AC = ? 
a = -32 p/reg 2 


T 

S 

V 

0 

64 

48 


Se sabe que 



v = at + k es decir 


V = -32t + k y cuando 1 = 0, v = 48 => k = 48. Luego v = -32t + 48 
además .v = J v dí = J (—32/ + 48 )dt = —16/ 2 + 48/ + k 

cuando t = 0, s= 64 => k = 64, luego jc = -16/ 2 +48/ + 64 
encontrando t AC y ocurre cuando s = 0 

=> -16/ 2 +48/+ 64 = 0 => (t —4)(t + 1) = 0 

=> t = 4, t = -1 por lo tanto el tiempo que le tomara llegar al suelo es t AC =4 seg. 

13) La velocidad de un cucrpo, lanzado verticalmente hacia arriba con una velocidad 
inicial v 0 , contando la resistencia del aire, se expresa por la formula: 

/ v„ 

V = c. tg (-g —+ arctg—) 
c c 

donde t es el liempo transcurrido, g es la acelcración de al gravedad y c es una 
constante. Hallar la altura a que se eleva el cuerpo. 


Solución 
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Datos: 


v = í-. tg(-g - + arctg(—)) 
c c 

<1 = tiempo 
c = constante 
g = gravedad 


V 


dh t V n 

— = c. tg(-g - + arctg(—)) 
dt r c 


mh mí [ y 

I dh - I c. lg( -g —+arctg(— 
Jn Jn c c 


))dl 


h = —— ln | sen(-g - + arctg—) | /' 
g c c 11 


2 Tf »r 2 2 j^r 2 

/i = -—ln | scn(~íf — + arctg(—)) | +c 2 ln (1 + •—) de donde h = — ln(l + -~) 
g c c c~ 2 g c- 


[ 5.8 PROBLEMAS PROPUESTOsJ 



Hallar las coordenadas dcl cenlro de gravedad dcl arco de la catenaria y = acoh(-) 

a 


comprendida cntre x = -a y x = a 


d » /—\ /ri n(2 + senh2) 

Rpta. (.r,>) = (0.— -——) 

2 senh 1 



Hallar los inoinentos estáticos, respecto a los ejes OX, OY, y las coordenadas del 
centro de gravcdad dcl triángulo limitado por las rcctas x + y = a. x = 0, y = 0. 


Rpta. M X =M V 



- a a 

<iV, = < 3-3» 



Encontrar las coordenadas de ccntro dc masa dc la región acotada por la elipse 

v 2 v 2 - 4 a 4 h 

—+-^- = 1 v los cjes coordcnadas (x>(). y>0). Rpta. (.v. »■) = (—,—) 
a~ h~ ' 311 3Ü 
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© Hallar los momentos estáticos respecto a los ejes OX, OY las coordenadas del centro 


© 


de gravedad del arco de la astroide x 2 ' 3 +> >3 3 = 2 3 situado en el primer 


cuadrante. 


D . .. 3 a 2 3 ar - 2a 2a 

Rpta. M x = y-, M y = y- , (x, >) = (—,—) 


Probar que si R es la región del plano acotado por las rectas x = a, x = b y las curvas 
0 < g(x) < f(x), a < x < b entonces 


© 


M x = \- í ( f 2 (x)-g 2 (x))dx , M v = \x(f(x)-g(x))dx 
2 


Hailar el centro de gravedad del arco de la circunfcrencia de radio a, que subtiene el 
ángulo 2a. 


Rpta. (x,y) = (^^-,0) 


a 


© Hallar el centro de gravedad de la región limitada por las curvas x 2 -8v = 0. 


x 2 +16> = 24. 


Rpta. (x,>) = (0,j) 


Hallar el centroide de la región acotada por las curvas y = x 3 , y = 4x en el primer 

„ 16 64 

cuadrante. Rpta. (—,~) 

15 21 

© Encontrar el centroide de la región limitada por las curvas x = 2> - v 2 ,x = 0. 


Rpta. (x,>‘) = (— ,1) 


© Hailar el centro de gravedad de la región finita, en el primer cuadrante, comprendída 


entre la curva y = xe x y el eje OX. 


Rpta. (2,^) 

O 


© Encontrar el centro de gravedad de cada una de las regiones limitadas por las 
siguientes curvas: 
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a) y = jc 2 -4, y = 2x-x 2 


Rpta. (|,-|) 


. v *> 2 

b) y = x , y = x-x 


n ,1 1 
R P ta * ( 7 .-) 
4 8 


c) y = ln x, y = 4, y = 4 - 4x en el primer cuadrante Rpta. (14.61,3.15) 


<*) -Jx+^fy =3,y= 0, x = 0 


9 9 

Rpta. 




e) y = sen x, y = cos x, y = 0 desde x = 0, hasta x = — . 


Rp .a, 

4 16 


f) >• = x 2 -2jc -3 , v = 6 jc — jc 2 — 3 


Rpta. (2,1) 


© 


© 


g) x = 4y-y 2 , y = x. 


12 3 

Rpta. (-,-) 


Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por x = 0, 


n 


x = ~, y = 0, y = sen x. 


n , 


Rpta. (*,>>) = (1,—) 


Determinar el centroide de la región plana limitada por la curva y = f(x), y = -x 2 , 

1-jc, x<0 107 142 

x = -1, x = 2 donde (jc) = , Rpta. ( - - ) 

V+l, jc> 0 106 265 ; 


© 


Encontrar el centro de gravedad de cada una de las regiones limitadas por las curvas 


siguientes: 


a) y 1 = 20jc , x 2 = 20>> 


Rpta. (9,9) 
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. 16 ^4 

b) y = x -3x, y=x sobreel ladoderechodel eje Y Rpta. (—,-) 

15 35 


v x 2 y 2 . , _ ,4a 4b, 

c) — + —■ = 1 en el primer cuadrante Rpta. (—,—) 

a~ b~ 3 n 3 n 


d) y = sen x (0 < x < ru), y = 0 


Rpta. (~) 


15) E1 centro de gravedad de la región acotada por las curvas x~ =4y, y = mx es un 
punto de abscisa igual a 2. Determinar el valor de m. Rpta. m = 1 


16) Hallar el centro de gravedad del hemisferio de radio a, con el centro en el origen de 


coordenadas, sobre el plano XOY. 


a 


Rpta. (0,0,-) 


© Hallar el centro de masa de un cono homogéneo circular recto de altura h y radio dc la 


base r. 


Rpta. (x. >•,-) = (0,^.0) 
4 


18) Calcular el momento estático y de inercia de la semícircunferencia y = 4*' 1 -x 2 , 
-r < x < r, respecto al eje X. 


Rpta. M x = 2r 2 , l x = — 


19) Calcular el momento de incrcia del área de una elipse x = a cos t. y = a sen l 

3q~ 3a* 

respecto al eje OY. Rpta. M x = M v = -, / x = I y = - 

5 8 


20) Calcular el momento estático y dc inercia del arco de la catenaria 
y = y (e*'“ + e x u ) donde 0 < x < a, respecto al eje Y. 


2 3 

Rpta. = ^-(e 2 -e 2 +4). M y =^(e-e 1 )(e 2 +e 2 +H)) 










Aplicación de la Integral Definida a ia Física 


557 


© 


© 


Calcular el momento estático y de inercia de una triángulo de base a y de altura h 
respecto a su base. 


„ A ah 1 T ah 3 

Rpta. M a = —. I a = — 


Calcular el momento de inercia de un segmento parabólico limitado por la parábola 

1628 


y = 4-jc", y la recta y=3, respectoal ejeOX. Rpta. /, 


105 


( 2 ^) Hallar el momento de inercia de la circuni'crencia de radio a, respecto a su propio 


diámetro. 


Rpta. / =a n 


Probar que el momento de inercia respecto al eje X de una región R acotada por las 
rectas x = a, x = b, y las curvas continuas b > a, g(x) < f(x) es: 


I x = ^ J (/ 3 (jf) - g 3 (x))dx 


Sea R el sólido generado por rotación alrededor del eje X de la región acotada por 
x = a, x = b, la curva f(x) >0 y el eje X, probar que los momentos estáticos y de 
inercia de R respecto del eje de revolución son dadas por: 


M x =~{ f 3 (x)dx y I x =^r f f*(x)dx 
j Jfl ) Jfl 


Calcular el momento de inercia de un cono circular recto homogéneo, respecto a su 

3 Mr 2 flr 3 

eje, si la base del radio es R y la altura es h. Rpta. I y = -, M = 6- h 


Hallar el momento de inercia respecto del eje X de la superficie generada por 
rotación, alrededor del eje X, de un arco completo de la cicloide x = a(t — sen t). 


y = a(l -cos t). 


„ , 2048 _ 4 

Rpta. I x = -flí/ 


Calcular el momento de inercia con respecto al eje de revolución del sólido generado 

por rotación de la elípse ~ + — 7 " = 1 alrededor del eje X. Rpta. / r = 

a~ b- 


15 











558 


Eduardo Espinoza Ramos 




© 


Encontrar el centroide del sector hiperbólico acotado por la hipérbola equilátera 

3 3 n 

x = — sec 0, y = — tg 6 y los radios vectores 0 = 0 y 6 = — 


Rpta. x 


1 


V2-1 


W'Jl+l)’ ^ ln(' N /2 + l) 


Encontrar el centroide de área acotada por las curvas y = (x +1) 2 , x + y = 5. y = 0, 
x = 2. 


_28 

Rp * a ' (ÍJ ' , = ( 37-T85> 


Calcular el momento del volumen comprendido en un octante y la elipsoide 

Rpta. 


2 2.2 

= 1, respecto al plano xy. 

a~ b~ c~ 


abc 2 n 


16 


Un resorte tiene una longitud natural de 14 cm si se requiere una fuerza de 50 dinas 
para mantener el resorte estirado 2 cm cuanto trabajo se realiza al estirar el resorte 
desde su longitud natural hasta una longitud de 18 cm. Rpta. 200 ergs. 


(33) Un resorte tiene una longitud natural de 8 pulgadas, si una fiierza de 20 libras estira 


© 


el resorte y pulg. Determinar el trabajo efectuando al alargar el resorte de 8 a 11 


pulgadas. 


Rpta. 108 libr/pulg. 


Hallar la longitud de un muellc metálico pcsado, si el trabajo efectuado al alargarlo 
desde una longitud de 2 pies hasta una longitud de 3 pies es la mitad del trabajo 
efectuado al alargarlo desde una longitud de 3 pies hasta una longitud de 4 pies. 


Rpta. —pies 


Una ftierza de 8 newton estira un resorte de 4m de longilud natural a 50m más. 
Encuentre el trabajo realizado al alargar el resorte desde su longitud natural hasta 5m. 


Rpta. 8 Joules 
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© 


© 




Un resorte tiene una longitud natural de 6 pulg. Una íuerza de 12,000 libras comprime 
el resorte de 5 Vi pulg. Encontrar el trabajo realizado al comprimirlo de 6 pulg a 5 pulg 
la ley de hooke se cumple para comprimir como para extensión. 

Rpta. w= 12,000 Iibr-pulg. 

Un tanque de agua en forma de un cono circular recto invertido, mide 20 pies de 
diámetro en su parte superior y 15 pies de profundidad, sí la superficie del agua esta 5 
pies por debajo de la tapa dcl tanque. Encuentre el trabajo realizado al bombear el 

10000 


agua hasta la parte superior del tanque. 


Rpta. 


9 


TI wpies-libra 


Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paralelepipedo rectangular de 5 pies de 
profundidad, 15 pies de ancho y 25 pies de largo. Encuentre el trabajo necesario para 
bombear el agua del tanque hasta un nivel de lpie arriba de la superficie del tanque. 

Rpta. 5,362.5 w pies-libras 

Un depósito cilindrico vertical de radio 2 metros y altura 6 metros se encuentra Ueno 
de agua. Hallar el trabajo al bombear el agua. 


a) Hasta el nivel más alto del depósito. 

b) Hasta el nivel de 5 metros por encima de dicho depósito (suponer que el peso del 
agua es de 1000 kilos por metros cúbicos). 


Rpta. a) 72,000 n kilográmetro 
b) 312,000 fl kilográmetro 


40) Un tanque semiesferico con un radio de 6 pies se llena de agua a una profundidad de 4 
pies. Encuentre el trabajo realizado al bombear el agua la parte superior del tanque. 



Rpta. 256 fíw pies —libras 

Que trabajo hay que realizar con una grúa para sacar un bloque de hormigón armado 
del fondo de un rio de !5m de profundidad, si el bloque tiene forma de tetraedro 

equilátero de lm de lado, siendo al densidad del hormigón 2,500 kg/ m *. 
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(42) Encontrar ei trabajo que debe hacerse para extraer el agua contenida en un recipiente 

Q~h~ “ 

cónico recto invertído de radio r en la base y la altura h. Rpta. w = ——— fí p 


Un tanque rectangular Ueno de agua tiene 2 pies de ancho y 8 pies de profundidad, 
encontrar al fuerza debida a la presión del líquido sobre un exlremo del tanque. 


Rpta. f = 2.25 w libras 

Una superficie tiene la forma de un elipse de semi ejes a y b se sumerge verticalmente 
en un liquido con su eje mayor paralelo a la superficie del liquido hasta que cl centro 
de la elipse se encuentre a una profundidad h. ¿Cuál es la presión del liquido sobre la 
superficie?. Rpta. f = riabhp 

Un punto del eje OX vibra armónicamente alrededor del origen de coordenadas con 
una velocidad que viene dada por la fórmula V = F 0 cos wi , donde t es el tiempo y 

V 0 y w constantes. Hallar la ley de la vibración del punto, si t = o. tenia una abscisa 
x = o. ¿A que será igual el valor medio de la magnitud absoluta de la velocidad del 


punto durante el periodo de la vibración?. 


Rpta. x = — sen wt 
w 


Una piedra se Ianza verticalmenle hacia arriba desde el suelo, con una velocidad 
inicial de 20p/seg. ¿Cuánto tiempo le tomará llegar al suelo y con que velocidad 
Ilegará? ¿Durante qué tiempo esta subiendo la piedra y qué allo llegará?. 


Rpta. t = seg ., v = 20p/seg, / = -^ seg . 


Un hombre en un globo suella sus binoculares cuando se encuenlra a 150p. de altura y 
esta subicndo a razón de lOp/seg, ¿Cuánto tieinpo taidará los binoculares en llegar al 
suelo y cual es su velocidad dc impacto?. 


La región limitada por las gráficas v' = 20v, \ 2 = 20,v, gira alrededor de la recta 
3 x + Cy + 12 = 0. calcular el volumen del sólido generado. Rpta. 4000/rw 3 
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( 49 ) La región limitada por las gráficas de y — x 2 . y = 5 gira alrededor de una recta 
oblicua que pasa por el punto A(1.0). Hallar la ecuación de dicha recta, sí el volumen 
del sólido generado es igual a 40^[5nu 3 . Rpta. 3x — 4y—3 = 0 


Sea R la región del plano limitado por la parábola y = x 1 — 1 y la recta y = x — 1. 
Determinar el volumen del sólido obtenido por la rotación de la región R alrededor de 


larecta y = x — 1. 


o * 3 

Rpta. - u 

60 


La región limitada por las gráficas de y - x 2 , y = 5 gira alrededor de una recta 
oblicua que pasa por el punto (-1,0). Hallar la ecuación de la recta si el volumen del 


sólido generado es igual a 40^¡5nu 3 


Rpta. 3x + 4y + 3 = 0 


Los vértices de un triángulo son A(0,0), B(a,0), y C(0,—), a > 0 calcular el volumen 


del sólido obtenido por la rotación entomo de la recta y = x — a, de la región limitado 

„ , 5V2 na' 3 

Rpta. - u 


por el triángulo ABC. 


24 
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CAPITULO VI 


6. INTEGRACION NUMERICA.- 


6.1 INTRODLCCION.** 


Para calcular la integral definida f(x)dx , por el teorema fundamental del cálculo, 

*íi 

primero se encuentra una integral indefinida o antiderivada F(x), es decir: 


jf(x)dx = F(x) f o = F(b)-F(a) 

J »i i ^ 3 /r / 2 x r 2 senh x 

e dx, I - dx , - dx , no 

0 Jn,2 X Jl X 

existe un método conocido para encontrar primero su integral indefmida o 
antiderivada, sin embargo si la fimción f es continua en el intervalo cerrado [a,bj, la 

integral definida jf(x)dx existe y es un número único. Para estos casos en que no se 

puede encontrar la integral indefinida o antiderivada, veremos los siguientes métodos 
para calcular un valor aproximado de una integral dclinida y que puede ser utilizados 
para calcular una integral definida por medio de computadoras electrónicas. 

6.2 REGLA PEL TRAPECIO^ 

Si f(x) es una fmrción continua en [a,b] la integral definida es dado por: 

f f(x)dx 
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n 

geométricamente la suma de Rienmann ^ /(c, )A t x es igual a la suma de las 

í=i 

medidas de las áreas de los rectángulos que están arriba del eje X, más el negativo de 
los rectángulos que están abajo del eje X. 



Para aproximar la medida del área de una región, usaremos trapecios en ves de 
rectángulos, para este caso también usaremos particiones regulares y evaluaremos la 
función en los puntos cuyas distancias sean la misma. 


En la integral definida J f(x)dx , al intervalo [a,b] dividiremos en n sub-intervaios 

cada uno de longitud Ax = ——— , dando n + 1 puntos x 0 = a, =a+ Ax, 

n 

x 2 =a + 2Ax. x,- =fl + /Ax, ..., x„_¡ =a + (n-l)&x, x„ = b. 

Luego a la integral expresaremos como la suma de n integrales defmidas. 

f 1 f(x)dx= f ‘ f(x)dx+ f 2 f(x)dx+...+ f ‘ f(x)dx+...+ f " f(x)dx 

Jfl *a /v, 
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La integral í f (x)dx , da la medida del área de la región acotada por el eje X, 

ití 


n 


las rectas x = a, x = Xj y la porción de la curva P 0 P X . Luego a la integral dcfinida 
f(x)dx se puede aproximar por la medida del trapecio formado por las rectas 

a 


x = a, jc = jcj, PqP\ y el eje X, donde la medida de este trapecio es 

~[/(*<> ) + /(*i )]Ax, en forma similar para las otras integrales, pueden ser 

aproximadas por la medida del área de un trapecio, mediante el símbolo =, entonces 
para la i-ésima integral defmida se tiene: 


f juim 


por lo tanto para la integral defmida. f(x)dx se tiene: 


• P 


[f(x)dx * ^[/(* 0 ) + f(x { )]Ac+^-[/(xj) + f(x 2 )]Ax + ...+\-[f (x„ i ) + f(x„ )]A.y 
f f(x)dx « ^p[ f(x 0 ) + 2/(x, ) + 2í.t 2 )+...+ 2f(x „_ x ) + f(x „)] ... (*) 

ia 2 

La fórmula (*) se denomina la Regla del Trapecio. 

OBSERVACION,- La exactitud de una integral definida por la Regla del Trapecio, 

se obtiene cuando Ax se aproxima a cero (Ax->0) y n crece sin 
límite. 

E1 límite de la aproximación por la regla del trapecio es el valor exacto de la integral 
definida; es decir: 


T =y [f(x fí ) + 2 f(x y ) + 2 f(x 2 ) +.+ 2f(x„_y) + f(x „)] 
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T = [/(jf,) + /(jc 2 ) +....+ f(x„ )]Ax +|[/(x 0 ) - f(x„ )]Ax 
T = ^ Ax, )Av+ -[/(«)-/(6)]Ax 

i=i 2 

” 1 

lim T = lim y'' f (x, )Ax + lim —[/(a)-J(b)]Ax 

Ax ►() A.r—>0 ^ Ar—►() 2 

j—1 

lim T = í /(x)rfx + 0 
Av ->0 Je? 


r- 


f(x)dx= lim T 

A.v->0 


OBSERVACION.- A1 aplicar la ley de los trapecios es posible que se cométan 

errores que denotaremos por e T y que se puedan hallar 

mediante el teorema siguiente. 

TEOREMA.- Sea f una función continua en el intervalo cerrado [a,b] y que /', /" 
existen en [a,b]. 


Si c T = jf(x)dx-T, donde T es el valor aproximado de J f(x)dx que se encontró 


mediante la Regla Trapecial, entonces existe un número rj en [a,b] tal que: 



6.3 REGLA BESIMPSON,- 


También se conoce con el nombre de la regla parabólica, al calcular la integral 

defmida I / (x)dx por la regla de los trapecios, los puntos sucesivos en la gráfica 

Ja 

y = f(x) eran conectados por segmentOS de la línea recta, mientras que en la Regla de 
Simpson, los puntos son conectados por segmentos parabólicos. 

La Regla de Simpson da una mejor aproximación que la regla de los trapecios, pero sí, 
con un mayor esfuerzo. 
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Para establecer la Regla de Simpson veremos primero el teorema siguiente. 

TEOREMA 1. Si P 0 (jc 0 ,> n ), P { (jc t , ) y P 2 (x 2 ,y 2 ) son tres puntos no 

colineales en la parábola de ecuación y = Ax 2 + Bx + C, donde 
>'o > 0. > 0, y 2 > 0, jc, = x 0 + h , x 2 = x 0 + 2h , entonces la medida del área de 

la región acotada por la parábola, el eje X y las rectas x = jc 0 , x = x 2 eslá dado por: 


y(>o +4>, + v 2 ). 



>’ 2 = Axl + Bx 2 + C = A(x 0 + 2h) 2 + B(x 0 + 2 h) + C, de donde se tiene: 

>’o + 4>'i + >2 = A(6x 0 +12 hx () + 8/?) 2 > + B(6x 0 + 6 h) + 6C 

Sea A p el área de la región acotada por la parábola, el eje X y las rectas x = x ñ 
x = x 0 + 2 h , entonces. 




3 2 

A R = I " (Ax 2 +bx + C)dx = (— + — + Cx) f* lh 

2 2 ' x « 


A r =[y (x 0 +2*) 3 +y(x 0 +2/?) 2 +C(.v 0 +2h)]-[jxl +|x ( 2 +Cx 0 ] 
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A R =-^[A( 6jco +12/jx 0 + 8/i 2 ) + fi(6x 0 +6 /í) + 6C] 



Consideremos una función f continua en el intervalo cerrado [a,b] tal que f(x) > 0 y 
tomemos una partición regular en el intervalo [a,b] de 2n sub-intervalos (2n se usa en 


vez de n) donde la longitud de cada subintervalo esta dado por Ax =- 

2/i 



Aproximemos el segmento de la curva y = f(x) de P 0 a P 2 por el segmento 
parabólico con su eje atravez de P 0 , P x y P 2 y de acuerdo al teorema se tiene: 

La medida del área de la región acotada por esta parábola, el eje X y las rectas 
x = x 0 , x = x 2 enAx = hes: -y-(>’o +4>’i +_y 2 ) o -y (/(* 0 ) + 4 /(*i)+/(* 2 )) • 


En forma análoga para el segmento de la curva y = f(x) de P 2 a P A se tiene: 

-y- (>’2 + 4 >3 + >4 ) O y(/( J c 2 )+4/(x 3 ) + f(x 4 )) 

y para la última región se tiene: 


-(>2«-2 + 4 > 2 b -1 +>2n) ° ~^~(f( x 2 n- 2 ) + 4f(x 2 „-\) + f(X 2 „)) 
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la suma de la medida de las áreas de eslas regiones aproxima la medida del área de la 
región acotada por la curva de ecuación y = f(x). el eje X y las rectas x = a, x = b y 

( b 

como f(x)dx da la medida de la region, entonces una aproximación para esta 

Jc/ 

integral es: 

f f(x)dx = ^ (/(:r 0 ) + 4 f( X] ) + f(x 2 ))+^ (f(x 2 ) + 4 f( x ,) + f(x A )) + ...+ 

Ja 3 -3 


+ ^p(/(*2»-2> + 4 /(*2» l) + /U2» 






... (*) 


A la ecuación (*) se le denomina La Regla de Simpson. 


OBSERVACION.- Así como en la regla de los trapecios se comete un error 

E T , también en la regla de Simpson se comete un error E s y 

es calculado mediante el teorema siguiente. 


TEOREMA 2. 


Si y = f(x) una función continua en el intervalo [a,b] y si /*. /", 
/*" y f n existen en [a,b]. si E s = | /(v)cíx—. donde S es el 


valor aproximado de T f(x)dx , entonces 3 k € [a,b] tal que: 


É s .mm. 

i 

p: 

gÉ¡ 

•"«K.V) 4 


OBSERVACION.- Si f(x) es un polinomio de grado 3 o menor entonces 

/“(jt)=0 => E s =0 entoncesla regla de Simpson da un valor 

exacto para la integral f f(x)dx . 
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A1 aplicar la regla de Simpson a la integral 
tercer grado y tomemos 2n = 2, x 0 =a. 


f f(x)dx 

*tí 

a+b 


donde f(x) es un polinomio dc 


xi = b, Ax = ———, el valor 
2 


exacto de la integral J f(x)dx: 


f Jíxxtx -■--(/(«)! 4/(—) !./<*)] 
*'« l 2 


(*) 


la ecuación (*) se denomina la fórmula Prismoidal. 


[ 6.4 PRQBLEMAS DESARRQLLADQS*- 



Calcular el valor aproximado de la integral definida por la regla trapecial para el valor 
de n indicado + x 2 dx, n = 6. 

Solucién 

3-2 1 

Hallaremos Ax = -= — = 0.16 ; x fí = 2, x¡ = x l} + iAx para i = 1 ,2 .6 

6 6 

^l+x 1 (f(x fí ) + 2/ (x ¡) + 2 f(x 2 ) + 2f (x 3 ) + 2 f(x A ) + 2f (jr 5 ) + f(x 6 )) 


i 


k 

Ax 

2 

f(x¡) 


0 

2 

1 

0.08 

2.236067 

0.17888 

í 

2.16 

2 

0.08 

2.38025 

0.38004 

2 

2.32 

2 

0.08 

2.52634 

0.404214 

3 

2,48 

2 

0.08 

2.67402 

0.42784 

4 

2.64 

2 

0.08 

2.82304 

0.45168 

5 

2.80 

2 

0.08 

2.977321 

0.47571 

6 

2.96 

1 

0.08 

3.12435 

0.49989 


2.81825 
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© 




\+x 2 dx* 2.81825 




l + JC^ 


Calcular el valor aproximado de la integral defmida por la regla del trapecio para el 

1*2 


valor indicado de n. f -)Jl + x*dx , n = 6 

Jo 

Soiucién 


Hallaremos Ax = 


2-0 1 


x 0 = 0, jc, = Jt 0 + íAx para i = 1,2,...,6 además f(x i ) = ^jl+.xf 


f 2 Vl *x‘dx = A4 J(Xo) + Í(X6) + /(*,) + f(x 2 ) + f(x 3 ) + f(x „) + f(x s )] 
Jo 2 


i 

*¡ 

nx,)=4 i+*¡ 4 

0 

0 

1.0000000 

1 

1/3 

1.0061539 

2 

2/3 

1.0943175 

3 

1 

1.4142136 

4 

4/3 

2.0397289 

5 

5/3 

2.9522956 

6 

2 

4.1231056 


£ Vl + x 4 dx « Ar( 6 - + f(x y ) + f(x 2 ) + f(x 3 ) + f(x A ) + f(x s )) 



+ x 4 c£c * | (2.5615528+8.5067095) 



+ x 4 c£c w 3.6894208 aprox. 
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Calcular el valor aproximado de la integral defmida por la regla trapecial para el valor 
r 1 dx 


indicado de 


n. r 

Jo 




. n = 5 


Solución 


Ax = 


b-a 

n 




Hallaremos los valores de jc¡ 

x 0 =jc 0 +ooc. x 2 =x 0 +2Ax, * 3 = x 0 + 3Ax , =x 0 +4Ax, jc 5 =jc 0 +5Ax 

Los valores encontrados mostraremos en el siguiente cuadro 


i 


K 

Ax 

fÍX' ) =- 





~2 

\1 + 

2 

0 

0 

1 

0.1 

1 

0.1 

í 

0.2 

2 

0.1 

0.9805806 

0.1961161 

2 

0.4 

2 

0.1 

0.9284767 

0.1856953 

3 

0.6 

2 

0.1 

0.8574429 

0.1714985 

4 

0.8 

2 

0.1 

0.7808688 

0.1561737 

5 

1 

1 

0.1 

0.7071068 

0.0707106 

Suma total. 

0.8801942 


r 1 dx 

J »^/Ü7 


0.880 


Calculando la integral por el método usual. 



= ln | x+Vl +x 2 | / = ln(l + ->¡2 )-lnl = ln |1 + 1.4142131 = 0.88137358 
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1 ? 

Calculando el error por la regla de trapecio: E, =-( b-a)f " (k)(Ax) 

12 

/M=-7=I== =>/'(*)=--^-y-=>/"(*)=3x 2 (l+x 2 )“ 5 ' 2 

Vl+jr 2 (1 + X 2 )^ 


Luego el intervalo [0,1]: /"(0) = 0, /"(1) =-, reemplazando tenemos: 

5.6568 


-^(l-0)/"(l)(Ac) 2 <E, <-i(l-0)/"(0)(Ax) 2 


_J_ (3)(0.2) 2 < 3(0)(0.2) 2 

12 (5.6568) r (12)(5.6568) 

-1;76778x10 -3 <E, <0 



Aproximar la integral defmida por la regla de Simpson usando el valor indicado de 2n. 


f 2 dx 
v/l + x 3 


2n =8 


Solucién 


/(*) = 



é-Q 2-0 _ 2 1 

2 n 2n 8 4 


x 0 =0, x¡ =x 0 +iAx = - 

4 


[ ~ r—— =»(/(0) + 4/(xj ) + lf(x 2 ) + 4/(x 3 ) + 2/(x 4 ) + 

v/l+í 7 3 


+4/0*5) +2/(x 6 ) + 4/(x 7 ) + f(x g ) 
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i 

*¡ 

k 

f(x¡) 

* /(*¡) 

0 

0 

1 

1 

1 

í 

0.25 

4 

0.9922 

3.9688 

2 

0.50 

2 

0.9428 

1.8856 

3 

0.75 

4 

0.8386 

2.5544 

4 

1.00 

2 

0.7071 

1.4142 

5 

1.25 

4 

0.5819 

2.3276 

6 

1.50 

2 

0.4780 

0.9560 

7 

1.75 

4 

0.3965 

1.5860 

8 

2.00 

1 

0.3333 

0.3333 


16.1259 



r 


* =—(16.1259) »1.3438 


t/T¡V 3 


Aproximar la integral definida por la regla de Simpson usando el valor indicado de 2n. 


r 1 dx 

Jox 2 +X + 1 ’ 


2n = 4 


Solución 


/(x) = ———-—Ax = = — = 0.25 


x‘ +x + l 


2 n 4 


x 0 =0, x¡ =x 0 +iAx= — 

4 


í 


, — — - * (/Uo) + 4/(x!) + 2 /(x 2 ) + 4/(x 3 ) + /(x 4 )) 

o x ¿ + x + l 3 
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i 

*i 

k 

/(*¡) 

k.f(x¡) 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0.25 

4 

0.7619 

3.0476 

2 

0.50 

2 

0.5714 

1.1428 

3 

0.75 

4 

0.4324 

1.7296 

4 

1.00 

1 

0.333 

0.333 

Suma 

7.253 


r 1 dx 

+JC+1 


y (1 + 3.0476+1.1428 +1.7296 + 0 . 333 ) » -L ( 7 . 253 ) = 0.6044 


Aproximar la integral definida por la regla de Simpson usando el valor indicado 2n. 
dx 


i 


7ü7 


, 2n = 4 


Solución 


rt . dx 1 -0 1 n «_ 

f(x) = , Ax=—— = — = 0.25 


7í 


+ x~ 


r 1 _ dx 

J°VÍ+? 


—(/(* 0 ) + 4/(xj ) + 2/ (x 2 ) + 4/(x 3 ) + f(x 4 )) 


i 

*¡ 

k 

f(*i) 

k.f(x t ) 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0.25 

4 

0.9701425 

3.88057 

2 

0.50 

2 

0.8944272 

1.7888544 

3 

0.75 

4 

0.8 

3.2 

4 

1.00 

1 

0.7071068 

0.7071068 

Suma 

10.576531 
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£ 


1 rJx Ar 

, = — (10.576531) = (O0833H10.576531) * 0.8813776 

1 


Calcular el error para la regla de Simpson: E s =- (b—a)f"' (fc)(Ax) 2 

180 


/(x) = 




Vl+Jr 2 

/ ,v (0) = 0, / ,v (l) 


/ ,v (x) = 105 jc 4 (1+jc 2 )" 9/2 , como [0,1] 


105 


22.627416 


para k = 0, E s = —— (1)(0)(-) 2 = 0 
180 4 


k=l, E s =--^r(l)( 105 


1 


180 22.627416 4 


)(-)" =-1.61124x10 


-í 


-1.61124<£ <0 


Calcular el valor aproximado de la integral definida por la regla de Simpson para el 

valor indicado 2n. í sen x dx , 2n = 6 

Jo 

Solución 


f(x) = sen x. 



*0 =°’ 


jc¡ =jc 0 +iAx 


i 

*¡ 

k 

Ar 

3 

/(*¡) 

*.-y-./(*¡) 

0 

0 

1 

k/18 

0.000 

0.174532925 

í 

ir/6 

4 

n/18 

0.500 

0.34906585 

2 

n/3 

2 

n/18 

0.866025 

0.302299753 

3 

n/2 

4 

n/18 

1.0000 

0.6981317 

4 

2nt3 

2 

n/18 

0.866025 

0.302299753 

5 

5n/6 

4 

n/18 

0.50000 

0.34906585 

6 

K 

1 

71/18 

0.0000 

0.000000 


2.175395831 
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1 ' n Ax 

sen xdx* —(2.175395831) = (0.174532925)(2.175395831) 
o 3 


[senjc dx* 0.379678197 


6,5 EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


1. Usando los métodos de los trapecios y de Simpson, estimar el valor de cada integral, 
redondear las soluciones de cuatro cifras decimales. 


© J 

fdx 

T’ n 4 

'1 JC 

Rpta. T : 2.7500 , 

S: 2.6667 

© J 

r 1 dx 

- T* n = 4 

( ol + jc 2 

Rpta. T : 0.7828 , 

S: 0.7854 

® J 

■2 

jc 3 cíc, n = 4 
'o 

Rpta. T : 4.2500 . 

S: 4.0000 

© J 

[ x 3 dx, n = 8 

0 

Rpta. T: 4.0625 , 

S: 4.0000 


II. Aproxime las integrales usando. 

a) EI método de los trapecios. b) E1 método de Simpson. 



cosjc dx, n = 4 
o 




+ jc 3 dx , n = 2 




— xdx . n = 4 



í 


senx 2 rfr, n = 2 


Rpta. a) 0.957 

Rpta. a) 3.41 

Rpta. a) 0.342 

Rpta. a) 0.334 


b) 0.978 

b) 3.22 

b) 0.372 

b) 


0.305 
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© 

© 

111 

© 

© 

© 

@ 

IV 

© 

© 

© 

© 


x Igx dx, n = 4 ir Rpta. a) 0.194 b) 0.186 


pl 2 

J e' dx , n = 4 

Rpta. a) —«0.212 
64 

Por la regla del trapecio aproximar la integral: 


r 4 x dx , 

1 , n = 6 

^J\0 + x* 


Rpta. 1.13 

r K x dx , 

, -, n = 6 


Rpta. 9.47 

f x 2 ^J\6-x 4 dx, n = 4 

Jo 


Rpta. 6.156 

r 4 dx 

- - n 4 

™^4 + jf 3 


Rpta. 1.227 

Por la regla de Simpson, aproximar la integral. 


j* y¡64 -x 2 dx . 2n = 6 

* . 


Rpta. 0.561 

|Vl26 -x 2 dx, 2n = 4 


Rpta. 35.306 

J ^Jx 2 —xdx, 2n = 4 


Rpta. 11.140 

f 4\ + x*dx, 2n = 6 

Jn 


Rpta. 3.24 


'o 


]3e 

1024 


0.035 
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CAPITULO VII 


7. ECUACIONES PARAM ETRICAS.- 


7.1 REPRESENTACION DE CURVAS EN FORMA 
PARAMETRKA. _ 


Las coordenadas (x,y) del punto P de una curva pueden estar dadas en función dc una 
tercera variable, llamado parámetro es decir: 



...d) 


A la expresión dada en (1) se denomina ecuaciones paramétricas, en donde cada valor 
de t le corresponde un punto p(f(t). g(t)) del plano XY. 

E1 lugar geométrico que describe el punto P se dcnomina curva parainetri7ada de la 
ecuación paramétrica, para obtener la ecuación cartesiana se elimina el parámetro t y 
dc esa manera se obtiene una ecuación en forma cartesiana. 


y = F(xj ó E(x,y)-0 


Ejemplo,- Trazar la gráfica dc las siguientes ecuaciones paramétricas. 
@ x = 2t, y = -5l 

Solución 


Para trazar la gráfica primeramente hacemos una tabulación 
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t 

X 

y 

0 

0 

0 

1 

2 

-5 

2 

4 

-10 

-1 

_2 

5 

-2 

-4 

10 



(Í) x = t - 1. V’ = / 2 

Solución 


Para trazar la grafica hacemos una tabulación. 


t 

X 

y 

0 

-1 

0 

1 

0 

1 

-1 

-2 

1 

2 

1 

4 

-2 

-3 

4 



Ejemplos.- Trazar la gráfica de las ecuaciones paramétricas pasando a coordenadas 
cartesianas. 

© x = -l + cos 0 , y = 2 + 2 sen 0 

Solución 

X + 1 = COS0 

v - 2 , elevando al cuadrado para eliminar el parámetro. 

--= sen0 

2 


X = —1 + COS0 
>’ = 2 + 2sen0 
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(x +1)^ + 
(JC+1) 2 + 


(>- 2) 2 

4 

(,v-2) 2 

4 


= cos 2 0+sen 2 fl =1 


= 1 , que es una elipse 




Solución 

Para obtener la ecuación cartesiana, eliminaremos el parámetro t. 




Consideremos dos íunciones f y g derivables en un intervalo [a,b] tal que: 



... (a) 


son las ecuaciones paramétricas. 


La derivada — cuando x e y están dados en forma paramétrica se obtiene aplicando 
dx 


la regla de la cadena, es decir: 
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dy 

4>' „ dt _ £’(') 

fíx dx f(t) 
dt 


m* o 


para obtener la segunda derivada, se aplica nuevamente la regla de la eadena, es decir: 

, —A 

d\y = d dy d dy di _ dt_ch¿ 

dx 2 dx dx dt dx dx d± 

dt 


dgv) ru)g"U)-rtng'in 

d 2 y _ dtr(tY _ (,/'(/)) 2 

dx 2 f(t) /’(/) 


éc 2 (fíúf 


Generalizando se tiene: 



OBSERVACION.- 


dx P* (t) 

1) La primera derivada — = ——- nos permite determinar los intervalos de 

dy f'U) 

crecimiento y decrecimiento de acuerdo al signo de la derivada. 


2) La segunda derivada n os permite determinar la 

* 2 (/■«)) 

dirección de la concavidad en cada punto de la curva. 


Ejemplo.- Calcular la derivada de las íunciones dadas en forma paramétrica. 

dx 
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x- 


t +1 
. ( 1 \ 2 


Solución 


x = ■ 


t +1 
V = ( 

f + 1 


Jc ’(/)=- 
>*'(/) = 


1 


(/ + 1> 2 
2 / 


Í/ + U 1 


2 / 

_>’(/)_ Í/ + D 3 2/ 

jc'(/) 1 / + 1 

Í/ + 1) 2 



í.v = a(t- sen/) 
[y = o(l — cos/) 


ív = o(/ -sen/) 
[>’ = fl(l -cos/) 


n 

para / =y 

Solución 

jx'(t) = o(l —cos/) 
[>''(/) =asen/ 


4v >'(/) q sen / _ sen / 

í/jc jc'(/) o(l-cos/) 1—cos/ 


dy _ _ 2/ 
í/jc / + 1 


c/v sen/ 
c/x 1 - cos / 


c/v 

dx 


K 

1 


1 


1-0 


= 1 


dy 

dx t 


= 1 


71 

2 


Ejemplos.- Encontrar la ecuación de la tangente y normal de la curva especifica en el 
punto correspondiente al valor dado del parámetro. 

Q x = t~ +1, > =/ 3 +2/, t = -2 

Solución 


Elpuntopara t = -2 es P(5,-12) 
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dv v’(/) 3/ 2 +2 dv 7 

— = --=- => niL. = — =- 

dx x ’(/) 2/ dt r= _ 2 2 

L ,: > + 12 = ~U-5) 

1 7 7 

m t =-= — porlotanto /„ : v + 12 =— (jc-5) 

" m, 7 7 

i 



x = 4 cos t, v 


2sen 2 /, 



Solución 


Elpuntopara /=y es P(2,~) 


dy v (/) 4sen/cos/ 

— = -— 1 =-= — cos / 

dx x '(/) -4sen/ 

j_ 

2 

/„: >-| = 2(x-2) 


7.3 APLICACIOINES DE LAS ECilACIONES PARAMETRICAS.- 


73.1 AREA BAJO ÜNA CÜRVA DADA EN FORMA PARAlVíETftlCA- 




m¡ = — 


— 

3 


n 

— — cos — = 
71 3 


4 : = 


Consideremos una curva C definida mediante las ecuaciones paraméiricas. 



Entonces el área de la región acotada por está curva, el eje X y las rectas verticales 
x = a, x = b se expresa mediante la integral 
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A = \ g(t),ru)di 

*a 


donde a y p sc dctcrminan de las ecuaciones a = fla); b = f(P) y g(t) > 0 en [a.p] 

Ejentplo.- Hallar el área eontenida en el interior de la astroide x-a cos / 
v = bscn 3 /. 

Solución 

Aplicando la simetría, el árca dc la region es dado por: 
r/< 

A=4\ g(t).rv)dt 

Jr* 

ahora calculamos los límites de intcgración. 

x — f(t) = a cos 3 t => f(a) = 0 => acos 1 a =0 => a = — 

2 

f(P) = a => acos^fi-a => p = 0 

/(/)=<7 COs 3 / => /'(/) =-3¿/cos 2 /sen/ 

r° , r^'2 , , 

g(f)f'(t)dt = 4 /jsen /(-3<7 Cos _ /sen/W/= 12a/? sen tcos'tdt 
a Jt 2 Jo 



\2ab t sen4/ scn 2/ x .«/2 3ab .n 3 ahn 

(-)/ =-(- 0 — 0 )=- 

f ’• o 2 4 8 


8 2 8 


. 3a/>/r t 

/í =—-— u' 
8 


73.2 LONGITÜD DE ARCO CE ANÜO LA CERVA ES 0AÜA TOR ECLACIONESI 
PAJRAMETRICAS.- 


Si la ecuación de la curva C es dada en forma paramétrica mediante un par de 
funciones con derivadas continuas, es decir: 
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~ I 


C:i 

r 

: 1 

[y-W 


entonces la longitud de la curva C es: 



Ejemplo,- Hallar la longitud del arco de la curva x = t 3 , v = / 2 desde t = 0 
hasta t = 4. 

Solución 


x = t 
v = r 


— = 3r 
dt 

dv 


dt 


= 2 1 


L = f l (-) 2 + (^-) 2 dt= fV9/ 4 +4/ 2 d/ = f/V9r +4r// = —Í9/ 2 +4) 3/2 / 
V d/ dt Jo Jo 27 ' 0 


= ^-(37t/37-1)« 
27 


y 

(37^37-l)w 


733 AREÁ DE 1 

Tv i i\ i C'X.'I X 

ÜNA StPERFICIE 0E RE 1 

'A Á TlPTnTr 1 -4: 

rotm 

V i V 

CION < 

• ■ ; .V 

:uandi 

3 LA CiíRVA.ES 

uAXiA xLj IN M 



.. 


...^ 


Si la curva es dada por las ecuaciones paramétricas: C: donde —, — 

[>■ = >•(/) rf/ dt 

son continuas en a < t < p, entonces el área de la superficie obtenido por rotación 
alrededor del eje X, del arco de la curva desde t = a hasta t = p es expresado por la 
fórmula: 



OBSERVACION. 


Cuando se rota alrededor del eje Y y el área de la superficie es 
dado por: 
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Ejemplo.- Hallar el área de la superficie de la esfera engendrada al rotar un circulo 
de radio 4 alrededor de un diametro. 

Solución 


Con respecto a un sistema de coordenadas cartesianas la ecuación del círculo de radio 
4es: 

x 2 + v 2 =16, cuyas ecuaciones paramétricas son x = 4 cos t, y = 4 sen t entonces: 


— = -4sen /, — = 4 cos/, donde el área de la superficie es dado por: 
dt dt 


A=2Tl( P v (/) J (—) 2 + (—) 2 dt = m r 4sen/Vl6cos 2 / + 16sen 2 / dt 

Jo V dt dt Jo 


= m f 16 sen / dt = -32U cos / í = 64n¿/ 2 
Jo 'o 


NOTA.- Cuando t varia desde t = 0 hasta t = n se obtiene el semicírculo de 
diámetro sobre el eje X. 


I 7.4 PKOBLEMAS DKSARROLI.ADOS.- 

Hallar el área de la región bajo un arco de la curva x = at, y = a( 1 — cos t). 



© Hallar el área limitada por la cicloide dada por: x(t) = a(t — sen t), y(t) = a( 1 — cos t), 
y por el eje X entre dos puntos sucesivos de intersección con el eje X. 
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Solución 



A = f v(t)x'(t) dt 

Jo' 

r2n 

A = tf(l-cosí)£r(l-cos/)í// 

Jo 


/. A=3Ua 2 u 2 . 


Hallar el área de la region limitada por la cardioide 

Solución 


[jc = <3(2cos/-cos2/) 
[>• = //( 2 sen/-sen 2/) 



Como la cardioide es simétrica su área es: 

rf) 

A= 2 ></)jc’(/) dt de donde jc'(/) =2¿r(seri2/ -sen/) 

Ja 

* \x =í/(2cos/-cos2/) f<> , 

\ „ => A =2\ v(/)x (t)dt 

[>• = a(2sen/-sen2/) J* 

f H 

= 2 a( 2 sen / - sen 2/ )2o(sen 2/ - sen t)dt 

Jn 

7 r° 

A=Sa~ (sen/-cos/.sen/)(2sen/cos/ -sent)dt 

J n 

7 7 7 

A = -Sa~\ scn - /(1 -3 cos/ + 2cos _ t)dt 

Jn 


_ 2,3 1 sen/cos/ ■, sen 2/ cos 2/, .o 

^ = -Sa ¿ ( -sen /-) / 

4 2 8 


A = -Sa 2 (0 -—) = 6a 2 n 
4 


.-. /4=6í/ 2 n 
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Hallar la longitud de un arco completo de la cicloidc 

Solución 


jx = a(t-seni) 
\ V = £7(1 -cost) 


Í x = £7(/-sen/) 
V = £7(1 — COS /) 


dx 

~dt 

dy 

dt 


= £7(1 — COS/) 


= £7 sen t 



= a-j2 jj* V2 sen l -dt = 2a sen l -dt = 2a[2 cos/** = -4a[-l-1] 


L = 8a 



Hallar el área de la figura limitada por el lazo del Folium de Descartes 


x = 


-v=i rp. 

1 + / 3 1 +/ 3 


3at' 


3at 


l* 1. 


Solución 



8a 


Luego el área de la región es: 
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a.[ ■* 3 «L_M=?a*. 9 . i ri^ 

J » l +/ 3 ( l +/ 3 ) 2 Jo ( 1 +/ 


+0 ° t~ — 2/ 3 


3 ) 3 




_ 7 ,r a 3/- _r w ' / +/ .. 

= 9 a~[\ - tt~ 2 \ ~T - T dt ] 

Jo (1 + / 3 ) 3 Jo (/ 3 +l) 3 


Q r 1 2 .+ « 3íJ J 

2(1 + / 3 ) 2 3(1 + / 3 ) /o 2 



7 

W" 


© 


Como la curva es simétrica con respecto al eje X, y además se tiene que cuando t varia 
de t = 0 hasta t = n el punto P(x,y) recorre la parte superior de la curva. entonces. 


Encontrar la longitud total de la curva dada por: x = a(2 cos t — cos 2t), 
y = a(2 sen t - sen 2t). 

Solución 


L-2 



1 / dv x . 

H t )d ' 


J x = a( 2 cos / - cos 2/) 
[>> = cr(2 sen / -sen 2/) 


dx , „ 

— = íj(-2 sen / + 2 sen 2/) 
dl 

dv 

— = a(2cos/-2cos/ 2/) 
dt 


L = 2Í -Jí 7 2 (-2sen/ + 2sen2/) 2 +cr 2 (2cos/-2cos/ 2/) 2 rf/ 

Jo 


= 8c/ f cos t- dt = 8¿7 f sen — í// = — lóacos— /* = 16a 

Jo V 2 Jo 2 2 /o 



L = 16a. 

Calcula el area de la superficie generada por la rotación alrededor del eje X, del arco 

delacurva x = e'sent, v = e'cost desde t = 0 hasta /=—. 

2 
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x = e sen/ 


y = e cos / 


Solución 


dx ,, 

— = e (sení + cos/) 
dt 

dy ,, 

— = e (cos/-sen/) 
dl 


A=2n\ v(/),!(—) 2 +(—) 2 dt = 2n[ e' cos trj2e' dt 

' V dt dt Jo 

A = 2^Í2nj^ e 1 ' cos/ dt = ^^-(e 2 ' (sen/ + 2cos/))/* 


A = ?&L {e *-2)S 


® Hallar el área de la superficie generada por la rotación alrededor del eje Y, del arco de 


la curva y = — (x 2 -21nx), x e [1,4]. 
4 


Solución 


Parametrizando la curva se tiene: 


x=t 


1 , , l e [1,41, calculando sus derivadas. 

v = — (/“ -21n/) 

4 


— = 1; — = -(/—-), de donde el área de la supei .icie es: 
dt dt 2 t 

= 2 nf —(t + -)dt = n[ (/ 2 +1 )dt =n{— + t) / 4 = 24 n 
J) 2 t J) 3 ' 1 


A = 24/r u 
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® 


i 2 

x - y 

Hallar el área de la superficie engendrada al girar la elipse — + = 1, alrededor: 

a~ b~ 


a) Del eje OX 


b) Del eje OY (a > b) 


Solución 


7 7 

X “ 

= 1 parametrizando ésta curva: x = a cos t , y = b sen t 

A" b~ 


Por ser simétrica con respecto al eje X se liene: 


Para x = 0 => / = — ; x = a => t = 0 

2 




I 


x = a cos / 
y = bsent 


dx 

dt 

dy 

dt 


= -a sen / 


, que al reemplazar tenemos: 


= bcost 


A = 4 nj n b sen t'sla 2 sen 2 t + b 2 cos 2 t dt = 4nbj„ sen t-Ja 2 + (b 2 - o 2 )cos 2 / dt 


A = Abn\ n sen tJa 2 -(a 2 -ó 2 )cos 2 / dt = 4 nja 2 -b 2 f„ J ~~—7 -cos 2 / sen/ dt 
J 7 J - V a~ - ó" 

. H> TT r cos/ I fl 2 t fl 2 V« 2 ~¿> 2 , /° 

/} = 4^Vfl' -o-[-, —-=-cos- / +-;-—arcsen-cos/j/ ,, 

2 \a 2 -b 2 ~>f~ 1 u 2 \ /1 J /w /2 


evaluando y simplificando se tiene: 


2(a —b) 


7 2nüb —b~ 

A = 2nb 2 + __ arcsen E donde E = 


¿7 
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en forma similar para la parte b). 


2 nb 2 . ,\ + E, , , „ Vfl 2 ~b‘ 


A = 2m~ + -ln(-) donde E = 

E 1 -E a 


10 ) Calcular el área de la superficie obtenida al rotar un arco comprendido de la cieloide. 
x = fl(/-sen/) 


t 


V = fl(l-COS/) 


, alrededor de la tangente a la cicloide en su punto más alto. 


Solucíón 

Un arco completo de la cicloide se obtiene cuando t varia desde 0 hasta 2 n, en donde 
el punto mas alto en este intervalo es cuando 


dy 

dy_ dt _ flsen/ 


dx 


t = n y eomo — =-***-=—-——— entonces la pendiente de la tangente es — 
dx dx a (l-cosf) dt 

dt 


= 0 . 


í-n 


Luego la ecuación de la tangente es y = 2a. Como la distancia del punto (x,y) de la 
cicloide a la recta tangente es (2a—y) por lo tanto el área pedida es: 


A = 2n f 2 " (2 a - y)J(^+A>d, 
Jo V d/ dt 


I 


x = o(/-sen/) 
y = a(\ -cos /) 


dx 

— =cr(l-cos/) 
dt 

dy 

— = a sen t 
dt 


A = 2n[ (2a-y), (~) 2 +(—) 2 dt, reemplazandosetiene: 
Jo V dt dt 


A=2na£ (1 + cos r )-Jla 2 (l-cost) dt 
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1 

u~ 


7.5 EJERCiCIOS PROPCESTOS.- 


I. Construir las gráficas de las siguientes ecuaciones dadas en forma paramétrica: 



x = 2' +2~' 
y = 2'-2~' 



x = a(2cost-cos 2 t) 
y = o(2sen/-sen 2t) 




a 

a/ 

■Ju? 


1 


x-t-r 






/-i 

X = - 

/+1 




x = 10cos 3 / 
>■ = 10sen 3 / 



x = r -2/ 
y = t 2 +2/ 



; X =^ 

y = arcsen / 



jc = e 


/ 


[y =e 


-t 


íx=e 2 ' -1 
\y = l-e-' 



{ x =3sen/ 

> = 4 tg / sec / 


x = t- tgh / 
>■ = sec ht 
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x = 3-Jt -2 
y = 2-j4—t 



b = ln|/| 


II. 


En cada una de las ecuaciones, encontrar 


dy 

dx 


d y a a 

—— en donde: 
dx~ 


© 

© 

® 

© 


x = arctg/ 

> = ln(l+/ 2 ) 

© 

íx = a(sen/-/ cos/) 

[> = o(cos/ + /sen/) 

© 

x = arcsen/ 

> = *>/l — / 2 

® 

x = cos / 

üj 

> =£*' sen / 


Jx = fl0-ctsen0 
| > = <7 — fl cos 6 

© 

x = / - sen / 

> = (/-/r) 2 

© 


{ x = a cos / 
y = a sen / 


x = ln/ 


x = In/ 
- 1 


x = ln/ 


y = t 


n 


y = e+ cos / 
x =e' -sen/ 


x=e 2t +1 
y = l-e ' 


III. Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva en el punto correspondiente 
al valor del parámetro que se indica: 



Í x = 1 + 3 sen / n 

>- = 2-5cos/ ’ 6 



x = 2 sen / n 

y = 5 cos / ’ 3 



íx = í/(l-sen/) n 
{ t , / = — 
l V = £ 7(1 — COS /) 4 



x = 2 cos 3 / 
> =2sen 3 / 
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© 


x = 


y = 


2 / 


/ 3 +1 
3/ 2 
/ 3 +l 


, t = 0 


© [ V T 

[y = 5 + 


,v = 3sen/—8 5/r 

2sen/ ' 4 


© 


© 


jc = 4cos/ n 

, 3 • /= T 

>» = 2 sen / 3 


x-ae cos/ 
>' = ae' sen / 


, t = 0 


IV. 

© 


© 


© 


© 


Hallar el área de la región limitada por el astroide x = a cos 3 /, y = a sen 3 / 


n . 3a n 7 

Rpta. - u 

8 


Hallar el área de la superficie comprendida entre el eje OX y el arco de la cicloide, 
x = a(t — sen t), y = a( 1 — cos t). 


Rpta. 3a 2 nu z 


Hallar el área de la figura limitada por una rama de la Trocoide, x = at — b sen t, 
y=a-bcost, (0<b<a). Rpta. (b 2 +2ab)nu 2 

Hallar el area de la región encerrada por los lazos de las curvas. 

a) x = 3/ 2 , >* = 3/ — / 3 Rpta. u 2 


b) jc = /-/ 2 , v = / 3 - 3/ 


r> 81 2 

Rpta. —u 

20 


c) x = cos 3 /, v = cos 2 /.sen/ 


Rpta . f 


(?) Hallar el área de la región encerrada por las curvas: x = —, v = ——, 
^ 1 + / 2 1 + / 

na(n- 2) 2 

Rpta. - —u 


t e [0,+»>, y el eje Y. 


2 
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Hallar el área de la región limitada por la curva x = a cos 5 /, y = b sen ! 


© 




ri A 15úr;r 2 

Rpta. - u 

H 128 


Calcular el área de la región limitada por la curva cerrada x = -—, y 

1 + /- 


a~(4 — n)n 2 

Rpta. - u 


Determinar el área encerrada por el lazo dc la curva descrita por: 
V = / 3 -12/. Rpta. 129.6 u 2 


Hallar el área encerrada por el lazo de la curva dada por: x = t 2 -t, y = 


81 i 

Rpta. — u~ 

F 20 


Hallar el área encerrada por: jc = / 3 -/, y = t z + t. Rpta. “ w 2 


V. 

© 


Hallar la longitud del arco de la envolvente del círculo: 
x = a(cos t +1 sen t), y = a(sen t — t cos t) desde t = 0 hasta t = T. 

Rpta. 


Hallar la longitud de la envolvente de la elipse jc = 




c 2 cos 3 / 


(c 2 =a 2 -b 2 ) 


a 

a 2 -b 3 


Rpta. 4(--—) 

ab 


Hallar la longitud de un arco de la cicloide dada por: x 
y = a( 1 - cos t). Rpta. 8 a 


/. 

7Ü 

“T+7‘ 

x = t 2 —2/, 

/ 3 -3/. 


c 2 sen 3 / 

: b ’ 

a(t — sen t). 
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^í) Hallar la lonuitud de la curva dada por: x = a(2 cos t - cos 2t), y = a(2 sen t — sen 2t). 


Rpta. 16a 


® 


2 2 

C’alcular la lonuitud de la curva cuvas ecuacioncs son x =— + t , v =- 1 dc 

i i 


t = 0 hasta 1=1. 


4Í r 

Rpta. 1+-^-ln(l+ V2) 


© Dctcrminar la longitud dc la curva x=e ' sen t , v = e ' cos t , desde t = 0 
hasta l=7L Rpta. l-e 71 ) 


® 


7 4 

{- f* 

Hallar la longitud dcl arco dc la curva cuyas ccuaciones son: x = —, v = —. 

2 4 


1 < t < 2. 


Rpta. - (4^/17 -^2) + ln( 4 - ) 

4 1 +v2 




Encontrar la iongitud dcl arco de la eurva dada por: x = t-a lgh(—). v = a scc //(—) 

a a 


desdc t = -a hasta t = 2a. 


Rpta. [ln(cosh2)-ln(cosh(-l))] 


Q) Hallar la longitud de la curva dada cn cocM-denadas paramétricas x = e 2 ' sen 3/ 
v = e 2 ' cos3/. dcsde cl origen hastael puntoen que t = ln 2. Rpta. —-J\3 


10) Las ccuaciones paramétricas de una curva son: 


[.v = 50(1 - cos /) + 50(2 - /) sen / 
v = 50 sen / + 50(2 -/) sen / 


Delcrminar la longitud de la curva entre los puntos t = 0 v i = 2. Rpta. 100 

^l) Detcrminar las ecuaciones paramétricas de una curva x sen / + y cos / = / 2 , 
x cos l — y sen t = 2t, en donde t es cl parámctro. se pidc hallar la longitud de la curva 

n 7i~ + 24 

comprendida entre los punlos l = 0 y / =— . Rpta. — n 
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Cdlcular la longitud dc arco dc la curva paramctrizada. 

x = (t 2 -2)scn/ + 2/cos/, y = (2-/ 2 )cos/+2rsen/, desdc t = 0 hasta t=rr. 


^ n 

Rpta. 


Hallar la longitud de arco de cada un de las curvas siguicntes: 


a) x = e sen /. v = e’ cos /. t e [O.rt] 


Rpta. V2(e' -1) 


2 j 

b) „v = a/7. v = — + —.desdc t= 1 hasta t = 3. 
8 4/ 


Rpta. — 

6 


c) x = e'(cost + /sen/). y = e , (scn/-/cos/) t e [0.2rc] Rpta. 2(e 2n 1) 

© Calcular la distancia recorrida por una partícula quc viaja a lo largo dc la curva dada 
en forma paramétnca v =/ 2 -3 , y = 3t durante el ticmpo t e [0.2]. 

Rpta. 5 — ln 3 


VI. 

© 


Hallar el área dc la supcrftcic engcndrada por la rotacion alrcdcdor del eje OX. dc la 
cicloide x = a(2 cos t cos 2l), y = a(2 sen t - sen 2t). Rpta. —— crmi' 


© Hallar cl area de la supcrficie engcndrada ai gnar uno de los arcos dc la cicloidc: 
x = a(t - scn l). y = a( 1 - cos t) alrededor: 


s 


a) 

del eje OX 

Rpta. 

64 a ' } 

- n ti 

3 

b) 

dcl eje OY 

Rpta. 

1 6 í? ' n 2 u ’ 

c) 

de la langente a la cicloidc en su punto supci ior 

Rpta. 

32 a 

- nu 

3 
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Hallar el área de la superficie de revolución que sc obtiene al girar alrededor del ejc 
OX, las curvas dadas por: 


a) x = acos?t, > =crsen 3 / 


„ 12 2 2 

Rpta. —a nu 


b) y = e x , x > 0 


Rpta. '^^ L (e n -2)nu 2 


Encontrar el arco de la superficie generada al girar alrededor del eje X la curva 


n. 


x = e' sen/, y = e' cos/, /g[0,—]. 


Rpta. 



Hallar el área de la superficie generada al rotar alrededor del eje Y la curva x = t + 1, 

Rpta. -- (26-J26 -2^¡2)u 2 


>' = ~ + 0 t e [0,4]. 
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CAPITULO VIII 


8. COORDENADAS POLARES.- 

8.1 INTRODHCCION.- 

E1 sistema de coordenadas polares consiste de una distancia y la medida de un ángulo 
respecto de un punto fijo y una semirecta fija. E1 punto fijo se llama el polo (u origen) 
y se denota por “o”, la semirecta fija se llama eje polar que denotaremos por OA y se 
gráfica horizontalmente y a la derecha. 

el polo eje polar 

O-► A 

Sea P un punto distinto del polo “O” y 0 e ángulo en radianes cuyo lado inicial es 

_ _ o 

OA y su lado terminal OP . Entonces: si r es la distancia dirigida desde “O” a “P” 
(r = | OP |) un conjunto de coordenadas del punto P está dado por r y 0 y denotaremos 
por: P(r,0) (ver gráfico). 



Ejemplo,- Graficar los puntos P, (4,—), A(4,-—). /\(—4. —). P 4 {- 4,-—) 

4 " 4 4 4 


Solución 
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/ 

/ 

/ 

/ 

/ 





\ 

\ 

\ 


8.2 RELACION ENTRE COORDENADAS POLARES Y 
RECTANG UL ARES. _ 

Suponicndo quc cl polo de un sistema de coordenadas polares coincide con el origen 
del sistema carlesiano y el cje polar coincide con el eje X en sentido positivo. 


Lucgo, cualquier punto P del piano tiene por reprcscntación en coordenadas polares 
P(r,tí) y cartcsianas P(x,y). 
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Que es la relación entre coordenadas polares y cartesianas. 

Ejemplo.- Trazar el punto (-6,—) y encontrar sus coordenadas cartesianas. 

4 



Solución 

Como x = r cos 0 , y = r scn 0 entonces: 

A' = -6 cos — = —3^/2 
4 

y = -6 scn — = 3^2 
4 

Luego (a, r) = (~3^f23-j2 ) 


Ejemplo.- Encontrar una ecuación polar de la gráfica cuya ecuación cartesiana cs 
dada por a 2 + r 2 = a 2 

Solución 


Se conoce que: 


f x = r cos 6 
| y = r sen 0 


[2 2 7 /1 

a = r cos 0 

< 

2 2 7 /1 

y = r scn 0 

7 7 7 

A" + V" =/•" 


■» ■> ■> ->7 

Como v" + r"=cr /■ =a~ 


r = a 


Por lo tanto la ecuación polar es 


r = a 


Ejemplo.- Encontrar una ccuación polar de la gráfica cuya ccuación cartcsiana es 
y~ = 4 (a + 1 ) . 

Solución 

Se conoce que: x = r cos 0, y = r sen ü. Lueeo rceinplazando cn la ccuación 
r 2 =4(v + l) entonces r 2 scn 2 0 = 4( / cos 0 + 1 ) dc donde 
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Entonces 


2(cos0±l) 2 

r — - r , dedonde r = 


sen 2 6 


1-COS0 


o r = — 


1 + cos 6 


Ejemplo.- Encontrar una ecuación cartesiana de la gráfica cuya ecuación polar es: 
r 2 =2sen 6. 

Solución 


Se sabe que r 2 = x 2 + y 2 , y = r sen 0 => sen 6 = 


2 . ..2 


Como r~ = 2sen 6 => x~ + y~ = 


n t 

^jx +y 


(x 2 +y 2 h¡* 2 + J 2 =2 y 


£ 

r 


Ejemplo.- Encontrar una ecuación cartesiana de la gráfica cuya ecuacion es: r 2 = 6. 

Solución 


Conocemos que: 



6 = arctg(—) 
x 


112 2 
r =x~ + v como r ¿ 


= e 


x 2 +y z =arctg(—) 

JC 


8.3 


LA RECTA Y LA CIRCÜNFERENCIA EN COORDENADAS 


POLARES. 


Consideremos la recta L que pasa por el punto A(a,o) y que es perpendicular al eje 
polar ó a su prolongación, su ecuación cartesiana es dada por x = a. como x = r cos 0 
entonces su ecuación polar es: r cos 0 = a. 

Cuando a > 0, la recta L se encuentra a la derecha del polo; cuando a < 0 la recta L se 
encuentra a la izquierda del polo. 
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L 


A(a.O)_ 

0 

a < 0 


n 


Consideremos una recta L que pasa por el punto A(a,~) que es paralelo al eje polar. 


Su ecuación cartesiana es y = a. como y = r sen 0, 
entonces su ecuación polar es: r sen 0 = a. 

Cuando a > 0, la recta se encuentra arriba del eje 
L polar; Cuando a < 0, la recta se encuentra por 

K ^ debajo del eje polar; cualquier recta que pase por el 

2 polo, su ecuación es 0 = k, donde k es la medida 


0 del ángulo que forma la recta con el eje polar. 



✓ 

/ 

/ 


La ecuación de la circunferencia con centro en el polo y radio k es r = ± k es decir, el 
punto P(r,0) pertenece a la circunferencia sí y solo sí | OP |= k. 
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Luego si la distancia | OP |= k , entonces r = ± k es la ecuación de la circunferencia 
de centro en el polo y radio igual a k. 



P(r,0) pertenece a la circunferencia y como AOPA es recto por ser inscrito en una 

circunferencia. Luego cos 6 = — de donde r = 2a cos 0. 

2 a 

!•••••••'■■• "• ■ • .•• • .. .. . .1 

1. Encontrar una ecuación polar de la gráfica que tiene la ecuación cartesiana que se 
indica. 


© 

x 2 + y 2 +4x = 0 

© 

x 2 +y 2 +4x + 4y = 

© 

x 2 =6y-y 2 

© 

3 a 2 

x = 4 y 

© 

(x 2 +y 2 ) 2 =4(x 2 -y 2 ) 

© 

jc 3 +> 3 -3axy = 0 

© 

2x 

y- - 

X 2 +1 

© 

y 2 -4jc-4 = 0 

© 

3x 2 +4>* 2 -6jc-9 = 0 

© 

V 3 

2 x 

2a-x 

© 

jc 4 +x 2 y 2 ~(x + y) 2 =0 

© 

(jc 2 + v 2 ) 3 =16jc 2 > 

© 

(jc 2 +>- 2 ) 3 = 4x 2 > 2 

© 

jc 2 +> 2 -4jc + 2> = ( 

© 

2jc 2 - v' 2 =0 

© 

(jc“ +y~) =2 a xy 
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II. Hallar una ecuación cartesiana de la gráfica que tiene la ecuación polar dada: 


© 

r = 3 sen 0 + 5 cos 0 

© 

r 2 =2sen0 

© 

r 2 cos20 = 10 

© 

r 2 =cos0 

© 

r 2 =4cos20 

© 

r 2 =6 

© 

r = 2 sen 30 

© 

r 6 =r 2 cos 2 6 

© 

r = a 0 

© 

3 

2 + 3 sen 6 

© 

r 2 =4sen20 

© 

r = 1 + 2 sen 0 

© 

9 

r — - 

4-5cos0 

© 

r 2 cos20 =3 

© 

r = 2 cos 20 

© 

r sen 20 = 3 

© 

rsen 2 6 = 4cos0 

@ 

r = 2(1 + sen 0) 

© 

6 

© 

4 

■y —« 

2-3sen0 

r — 

3-2cos0 

© 

r = a sen 0 + b cos 0 

© 

r = a(l — cos 0) 




TRAZADÜ m CÜRVAS EN CÓORDEN U>AS POLARES 


La gráfíca ó lugar geométrico de una ecuación expresada en coordenadas polares es: 


DISCUSION DE UNA ECUACION POLAR- 


Para facilitar el trazado de la gráfica de una ecuac ón en coordenadas polares es 
conveniente establecer el siguiente análisis. 
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ler. Las Intersecciones: 

a) Con el eje polar: se hace 0 = nn\ n e Z 

b) Conelejea90°: sehace 6=^+nn ,neZ 

2do. Simetrías: 

a) Con respecto al eje polar: se reemplaza (r,-0) por (r,0) si no cambia la ecuación, 
la curva presenta simetría. 

b) Con respecto a eje a 90°: se reemplaza (r,0) por (r,rr — 0) y por (-r,-0) si la 
ecuación no cambia la curva es simétrica. 

c) Con respecto al polo: se sustituye (r,0) por (-r,0) si la ecuación no cambia la 
curva es simétrica. 


3er. Tabulación: 

Se determinan Ios valores de r correspondiente a los valores asignados a 0 en el 
dominio y se ordenan los pares. 


4to. Trazado de la Gráñca: 

En el sistema coordenado se localizan los puntos hallados y se traza la curva. 


¡S.6 EJEMPLOS.- 


Discutir y graficar las ecuaciones. 


© r = a(1 + cos 0) (La Cardioide) 

Solución 


a) Intersecciones: 

i) Con el eje polar: 0 = nrr, n e Z 


r = a(l + cos nrc) 









608 


Eduardo Espinoza Ramos 


Sí n = 0 => r = 2a, (2a,0) 

Sí n = 1 => r = 0, (0.7T) 
si n = -1 => r = 0, (0,-rc) 

Si n = 2 => r = 2a, (2a.2rc) = (2a,0) 

71 71 

ii) Con cl eje a —: 6 = — + nn . neZ 

2 2 

si n = 0, 6 = — , r = a, (a,^-) 

2 2 

3n 3rc 

si n= 1, 6=— , r = a, (a,—) 

si n = -1, e = -—* r = a » (o-—)=(a,—) 

iii) Conelpolo: r = 0 => cos0 = -l => 0 = rc, 3rc 

b) Simetrías: 

i) Con respecto al eje polar: (r.-0) por (r ,0). 

r = a(l + cos 0) = a(l + cos(-0)) => 3 simetria. 

71 

i¡) Con respeclo al eje 0 = —: (r.0) por (r.rc — 0) 

r = a(l + cos 0) * a(l + cos(rc - 0)) => 3 simetría 
iii) Con respecto al polo: (r, 0) por (-r, 0) ó (r, 0 + rc) 
r = a(l + cos 0) *a(l+ cos(rc - 0)) => 3 ñmetría 

c) Tabulaciones: 


0 

0 

15° 

'sjJ 

O 

o 

45° 

60° 

7 

90° 

r 

2:; 

1.97a 

1.87a 

1.70a 

l.5a 

' 26a 

a 
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© r 2 = 5 cos 29 (lemniscata) 

Solución 

a) Intersecciones: 

i) Con el eje polar: 0 = nrc, n e Z 

r 2 =5cos2 tin 


Sí n = 0, 0=0, r = ±^¡5 => (^¡5,0) y (—s/5,0) 
si n= 1, 0 =ti, r = ±-v/5 => (^¡5,n) y (— \¡5,n) 
si n = -1, 0 = -7i, r = ±s¡5 => (-\¡5-n) y (—Js-n) 
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ii) ConelejeaY: 0=y+/i/r,neZ 


r 2 =5cos2(-j + w7T) 


Sí n = 0, r 2 = -5, 3 r e R 

si n= 1, r 2 =-5, 3 r e R 

si n= -1, r 2 =-5, 3 r e R 

iii) Con el polo r = 0. 

Si r = 0 => cos20 = 0 0 =-,— 

4 2 4 

b) Simetría: 

i) Con respecto al eje polar: (r,0) por (r,-0) 

r 2 =5cos20 = 5cos(-20) = 5cos2tf => 3 simetría 

ii) Con respecto al eje y: (r,0) por(r,K-0) 

r 2 = 5cos2(/r-0) = 5cos20 3 simetria 

iii) Con respecto al polo: (r.0) por (-r,0) ó (r,n + 0) 
r 2 = 5 cos 26 = (-r) 2 = r 2 => 3 simetria. 

c) i auulación. 


0 

0 

o | 

71 

~4 

71 

y 

Tt 

~2 

R 


± 1.58 

0 

3 

3 
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Q r = 2 sen 30 (Rosa de tres pétalos) 

Solución 

a) Intersecciones: 

i) Con respecto al eje polar: 0 = nn 

si n = 0, 0 = 0, r = 2 sen 0 = 0, (0,0) 
si n= 1, 0=n, r = 2 sen 3n- 0, (0,7r) 

si n = 2, 0 = 2n, r = 2 sen Ó7r = 0, (0,2n) 
si n = 3, 0 = 3n, r = 2 sen 9n = 0, (0,37r) 


ii) Con respecto al eje a y: 6 =^+nn 
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0 0 5n 15tt - , - 57t 

si n = 2, 0 = —, r-2 sen-= -2. (-2.—) 

2 3 2 


i a ln o 21 n In 

si n=3, 6= —, r-2 sen-= 2, (2,—) 

2 2 2 


iil) Con respecto al polo: r = 0 


7T 


si r = 2 sen 30 = 0 => 30 = n => 0 = — 

3 


b) Simetría: 

i) Con respecto al eje polar: (r,0) por (r,-0) 

é 

si r = 2 sen 30 * 2 sen (-30) => 3 simetría 

71 

ii) Con respecto al eje a (r,0) por (r.rc - 0) 

si r = 2 sen 30 = 2 sen 3 (n - 0) = 3 sen 30 => 3 simetría 

iii) Con respecto al polo: (r,0) por (-r,0) 

si r = 2 sen 30 = -2 sen 30 => 3 simetria. 

c) Tabulación: 


0 

n 

ñ 

n 

~6 

n 

7 

n 

1 

5 n 
~¡2 

71 

2 

o 

Ui 

0 

R 

1.414 

2 

1.414 

0 

-1.414 

-2 

-1.414 


0 

2 n 

3 

3n 

4 

5 n 
~6 

\ln 

12 

n 

137T 

2 

In 

6 

R 

0 

1.414 

2 

1.414 

0 

-1.414 

-2 


0 

5n 

~4~ 

4 7T 

T 

17 7T 

12 

3 7T 

2 

285° 

5n 

3 

7n 

T 

R 

-1.414 

0 

1.414 

2 

1.414 

0 

-1.414 




































Coordenadas Polares 


613 


0 

wn 

6 

23 n 

12 

2n 

r 

-2 

-1.414 

0 


tY 



© r = a( 1 — 2 cos 0) 

Solución 

a) Intersecciones: 

i) Con respecto al eje polar: 0 = mt, n e Z 
n = 0,0 = 0, r = -a, (-a,0) 
n = 1,0 = n, r = 3a, (3a,n) 


n = -1, 0 = 7t, r = 3a, (3a,-n) 
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ii) Con respecto al eje ~: 6 = y +nn , n e Z 


sin = 0, 0=y, r = a, (a,y) 


si n= 1, 0 =—, r=a. (fl,—) 

S1 n= -1, 0 = , r = a, (fl) 

2 2 

üi) Con respecto al polo: r = 0 

b) Simetría: 

i) Con respecto al eje polar: (r,0) por (r,-0) 

r = a(l — 2 cos 0) = a(l — 2 cos(-0)) => B simetría 

71 

i¡) Con respecto al eje —: (r,0) por (r.n - 0) 

r = a(l — 2 cos 0) * fl(l-2cos(n-0)) => 2 simetria 

iii) Con respeto al polo: (r,0) por (-r,0) ó (r,rr + 0), 

r = a(l — 2 cos 0) * a(l — 2 cos (n + 0) 2 simetría, 

c) Tabulación: 


0 

0 

3 n 

12 

n 

~6 

n 

4 

n 

T 

5n 

1T 

n 

7 

R 

-a 

-0.95a 

-0.73a 

-0.41a 

0 

0.485a 

a 


0 

7n 

12 

2n 

3 

3n 

4 

5 n 

6 

lln 

12 

271 

r 

l.Sla 

2a 

2.4 la 

2.73a 

2.95a 

3a 


Los demás puntoc es decir de n a 2n se hace por simet ia. 
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2 

1-COS0 

Solución 


a) Intersecciones: 

i) Con respecto al eje polar: 6 = nn, n 6 Z 

2 

si n = 0, 0=0, r = —, 3 reR 

0 


si n= 1, 0= n, r = 1, (l,n) 


si n = 2, 0 = 2n, r 


2 

0 ’ 


3 r e R 


si n = -1,0 = -n, r = 1, (1,-n) 
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ii) Con respecto al eje —: 6 =—+nn, neZ 

2 2 


„ „ n _ 7T 
si n= 0, 6> = y, r= 2, (2,y) 


* i /i 3/r __ 3/r 

si n=l, 0=—, r = 2, (2,—) 


si n=-l, 6 = ~, r = 2, (2,-^-) = (2,^> 
2 2 2 


iíi) Con respecto al polo: r = 0 
2 

r =- =>2 0 que verifíque: 

1-COS0 

b) Simetría: 

i) Con respecto al eje polar: (r,0) por (r,-0) 
2 2 


1-COS0 1 — cos( —0) 


3 simetría 


ii) Con respecto al eje y: (r,0) por (r,n - 0) 


r = 


1 — COS 6 1-COS(7T-0) 1-cosí? , 

iii) Con respecto al polo: (r,0) por (-r,0) o (r.rc + 0) 
c) Tabulación: 


2 simetría 


0 

0 

15° 

30° 

45° 

60° 

75° 

90° 

r 

oc 

57.14 

4.92 

6.82 

4 

2.66 

2 


0 

105° 

O 

o 

rM 

135° 

O 

o 

wn 

165° 

0 

o 

oc 

r 

1.6 

1.33 

1.17 

1.07 

1.01 

1 
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r = 3 cos 20 (Rosa de ires pétalos) 

Solución 


a) Intersecciones: 


i) Con el eje polar: 0 = nn, n e Z 
si n = 0, 0 = 0, r = 3, (3.0) 
si n= 1, 0 = n, r = 3, (3,n) 
si n = 2. 0 = 2n, r = 3. (3,2n) = (3,0) 
si n=-l, G = -n, r = 3, (3,-n) = (3,n) 


i¡) 


Con respecto al eje a —: 6 = — + nn , n e Z 
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si n= 0, 6 = -. r = -3. (-3.-) 

2 2 

, n 3n 

si n=l, 6 =—, r= -3, (-3,—) 

2 2 

_ _ 5n , _ 5/r. , _ 3/r. 

si n = 2, 6 = —, r = -3, (-3,—) = (-3,—) 

si n = -1. 6 , r = -3, (-3,--) = (-3,-) 

2 2 2 

iii) Con respecto al polo: r = 0 

, „ n 3n 

como r = 3 cos 20 = 0 => 6 =—,— 

4 4 

b) Simetría: 

i) Con respecto al eje polar: (r,0) por (r,-0) 

si r = 3 cos 20 = 3 cos (-20) ^ 3 simetria 

ii) Con respecto al eje a y: (r,0) por (r.n - 0) 

si r = 3 cos 20 = 3 cos 2(n - 0) = 3 cos 0 => 3 simetria 

iii) Con respecto al polo: (r,0) por (-r,0) o (r.rr + 0) 

r = 3 cos 2(tt + 0) = 3 cos 20 => 3 simetría. 

c) Tabulación: 


0 

0 

n 

ñ 

n 

~6 

n 

7 

n 

T 

75° 

90° 

r 

3 

3^3 

2 

3.5 

0 

-3.5 

3^3 

2 

-3 
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e 

105° 

120° 

n 

4 

135° 

150° 

165° 

r 

_3^ 

2 

-1.5 

0 

0 

1.5 

3^3 

2 


e 

i8e° 

0 

210° 

225° 

240‘ 

255° 

r 

3 

3^3 

2 

1.5 

0 

-1.5 

_W3 

2 


e 

270° 

285° 

300° 

315° 

330° 

345° 

360° 

r 

-3 

_3^3 

2 

-1.5 

0 

1.5 

3^3 

2 

3 
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r = 2 — 2 sen 0 

Solución 


a) Intersecciones: 

i) Con respecto al eje polar: 0 = nrc, n e Z 
si n = 0, 0 = 0. r = 2, (2,0) 
si n = 1, 0 = 7T, r = 2, (2,tt) 
si n = -l, 0 = -7i, r = 2, (2 ,-jt) = (2,tt) 


H) 


Con respecto al eje 


n 


0 


n 

= — + nn , 
2 


n g Z 


si n = 0, 0 = —, r=0, (0,—) 

2 2 

si n=1.0= — , r= 4, (4.—) = (4,-) 

2 2 2 


si n = -1.0=~, r = 4, (4,-^) 

2 2 

iii) Con respecio al polo: r = 0 

r = 2- 2scn0=O =>sen0=l => 0 = -— 

2 

b) Simetría: 

h Con respectoal ejcpolar: (r,0) por (r.-0) 
r = 2 — 2 sen 0*2— 2 sen (-0) => 3 simetria 

ii) C'on respecto al eje a ~ : (r.0) por (r.jr - 0) 

r = 2 2 sen 0 = 2 — 2 sen (ii - 0) => 3 simetria 
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c) Tabulación: 


e 

0 

n 

12 

n 

~6 

n 

~4 

n 

y 

5n 

12 

/r 

~2 

R 

2 

1.48 

1 

0.58 

0.26 

0.66 

0 


e 

In 

12 

2n 

T 

3zr 

T 

5n 

6 

llff 

12 

71 

13/r 

12 

R 

1.51a 

2a 

2.41a 

2.73a 

3a 

2 

2.51 


e 

ln 

5n 

4 n 

17/r 

3/r 

197T 

5n 


6 

4 

T 

12 

T 

12 

3 

R 

3 

3.41 

3.73 

3.92 

4 

3.93 

3.73 


e 

ln 

4 

ll/r 

16 

23 n 

12 

271 

r 

3.41 

3 

2.51 

2 































































622 


Eduardo Espinoza Ramos 


© r = 20, 0 € [0,2rr] (espiral de Arquimedes) 

Solucién 

a) Intersecciones: 

i) Con respecto al eje polar: 0 = nn, neZ 


si n = 0, 0 = 0, r = 0. (0.0) 


si n = 1,0 = k, r = 2jt. (6.28,ít) 


si n=2, 0 = 2 ít, r = 4íí, (12.57,2 ji) 


n 


ii) Con respecto al eje a 90°: 6 = — + nn , n e Z 


si n=0, 0=y, r=rc, (3.14,y) 


si n= 1, 0 = ~Y ’ r = 3jr ' (9 ' 42 ’^> 


si n= -1, 0 = -—, r = -7r, (3.14,-—) 
2 2 


iii) Con respecto al polo: r = 0 
r = 20 = 0 , 0 = 0, (0,0) 


b) Simetría: 


i) Con respecto al eje polar: (r,0) por (r,-0) 


r = 20*2(-0) => 2 simetria 


n 


ii) Con respecto al eje a —: (r,0) por (r,7r - 0) 


k 


r = 20 ± 2(n - 0) => 2 simetría 
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iü) Con respecto al polo: (r,0) por (-r,0) o (r,7r + 0) 


r = 20 * 2(rc + 0) => 2 simetria 


c) Tabulación: 


0 

0° 

15° 

30° 

45° 

60° 

75° 

90° 

r 

0 

0.52 

1.05 

1.57 

2.09 

2.62 

3.14 


0 

105° 

120° 

135° 

O 

O 

165° 

0 

O 

oo 

0 

ON 

210° 

r 

3.67 

4.19 

4.71 

5.24 

5.76 

6.28 

6.81 

7.33 


0 

225° 

240° 

255° 

270° 

300° 

315° 

330° 

360° 

r 

7.85 

8.38 

8.9 

9.42 

10.5 

11 

11.5 

12.6 
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8.7 EJERCICIOS PROPUESTOS,- 


© 

® 

© 


Discutir y graficar las siguientes curvas 
r = 4 cos 30 (Rosa de tres pétalos) 

r = 2 —4cos0 (Caracol) 
r 2 = a 2 cos 26 (La lemniscota) 


© 

© 

© 


r = 


sen 6 


(La recta) 


r = e tí (espiral logaritmica) 


6 

r = — (Espiral de Arquímedes) 


© 

r = a sen 20 (Rosa de cuatro pétalos) 

© 

r(l -2 cos 0) = 4 

© 

r = 4 — 4 cos 0 

© 

r = |2a cos 0| 

© 

r = 6 cos 40 

© 

r = 3 — 3 sen 0 

© 

r = 7 sen 50 

© 

r = 1+ 2 cos 0 

© 

r = 2 — 2 sen 0 

© 

r = 2 cos 20 

© 

r = b + a cos 0 (b > a > 0) (Limzon) 

@ 

r = 2a tg 0 - sen 0 

© 

r = a(2 + cos 0) (Caracol de Pascal) 

© 

r = 4 cos 0 

© 

r = a( 1 — 2 cos 0) (Caracol de Pascal) 

© 

r = 3 cos 20 

© 

r = 4 sen 20 

© 

r = 3 + 3 cos0 

© 

r = 2(1 + sen 0) 

© 

2 

l-2cos0 

© 

2 

1 -2sen0 


;• = 4sen0.cos 2 6 

© 

r~ =9sen 26 

@ 

r 2 =-4sen20 
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@ 

r = |cos 20| 

© 

r = |sen 30| 

© 

r = 2 cos 40 

@ 

r = 6 cos 50 

8.8 

DÍSTANOA 

ENTRE OOS TÍINT 

OS EN COORDENADAS 


POLARES. 




Consideremos dos puntos en coordenadas polares P { (r¡, 0,) y P 2 (r 2 ,6 2 ) y cuyos 
componentes en el sistema de coordenadas cartesianas son P x (x x ,y\) y P 2 (x 2 ,y 2 ) 
y como la distancia entre dos puntos es dado por: 


d(P x ,p 2 )=^J(x2 -*i) 2 +(^2 -yi) 2 

d(P\ ,P 2 ) = 


d(P x ,P 2 ) — -J'i 2 + r 2 —2t\r 2 cos(0, -02) 



Solución 


</(/>! ,P 2 ) =->j9 + 25- 2(-3)(5) cos(75° - 45°) =^34+30cos3F = >/34+l5 =>/49 =7 


d(P x ,P 2 ) = l 
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8,9 INTERSECeiON PE CURVAS EN COORPRNABAS PQLARES. 

Las intersecciones de dos curvas dadas en coordenadas polares, se determma 
resolviendo la ecuación r y 0. 

Ejemplo.- Hallar los puntos de la intersección de las curvas 
r = a(l + 2cos 0), r = a cos 0 

Solución 

Resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene: 


/• = a( 1 + 2 cos 6) 
r = crcos0 


a( 1 + 2 cos 0) = a cos 0 


cos0 = -l => 0= n 


sustituyendo el valor en cualquiera de las ecuaciones se tiene r = -a, luego el punto de 
intersección es (-a,7i) (s¡ r = 0, ambas ecuaciones tienen solución). 


OBSERVACION,- Consideremos la ecuación de una curva en coordenadas polares. 


r~ 




la misma curva esta dada por: 


H) Wb :$§M. 


-..( 2 ) 


En efecto: n = 0, r = f(0) 


n=l, -r = f(0 + 2n:) => P(-r, 0 + rr) 


P(-r.0+27i) 
n = 2. r = f(G + 2 tt) => P(r, 0 + 2n) 


por lo tanto (1) y (2) son equivalentes. 


Luego para hallar los puntos de intersccción de las curvas r = f(G) y r = g(0) se 
Mgue ios siguicnics pasos: 
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1) Se obtiene todas las ecuaciones distintas de las dos curvas aplicando (2) en cada 
una de ellas. 


r = M6) 

'-> 

II 

> 

*wr 

\r = MB) 

>=8,(0)’ 

1 r=g 2 (ey 

V = g3(®) 


2) Se resuelven las ecuaciones simultaneas. 
\r = f(6) [r = J x (e) 

V = g(^)’ l/' = g 1 (0) 


...(3) 


(4) 


3) Se verifíca si el polo es un punto de la intersección haciendo r = 0, en cada 
ecuación para determinar si existe solución para 0 (no necesariamente la misma) 


Ejemplo.- Hallar los puntos de intersección de las curvas. r = 2cos0 y r = 2 sen 0 

Solución 

Calculando las ecuaciones distintas de las dos curvas para el cual aplicamos. 

(-1 ) n r = f(6 + nji ), neZ setiene: 


para n = 1, 


{ -r = 2cos(6 + n) 
-r = 2sen(6 + n) 


jr = 2 cos6 
\r = 2 sen 6 


Como se obtiene las mismas ecuaciones entonces es suficiente resolver el sistema de 
ecuaciones iniciales. 


ír = 2cosfl 

( => sen 0 = cos 0 => tg 0 = 1 

\r = 2 sen 6 



r = 2cos—=-^2 => r = *J2 
4 


luego el punto de intersección de las curvas es P(->¡ 2,—) 

4 
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Ejemplo.- Hallar los puntos de intersección de las curvas r = 4(l + sen 0) y 
r(l — sen 0) = 3 


Solución 


Calculemos las distintas ecuaciones de las curvas dadas, para lo cual aplicamos. 
(-l)"r = f(6 +nn ), nez se tiene 


para n= l. 


— r — 4(1 + sen(0 + n)) 
3 

-r =- 

l-sen(0 + 7r) 


-r = 4(l-sen0) 
3 

—r — - 

1 + sen 6 


para n = 2, • 


r = 4(1 + sen(0 + 2 n )) 
3 


r =- 

l-sen(0 + 27r) 


r = 4(1 + sen 
3 

r =- 

l-sen0 


0) 


E1 sistema (2) va repitiendo, luego para hallar Ios puntos de intersección resolveremos 
los sistemas de ecuaciones dada. 


r = 4(l-sen0) 

i 3 => 4(l-sen0) =- => 1-sen 2 0 = — 

r =- 1 + sen 6 4 

1 + sen 6 


9 „ 3 _ 

cos 6 — — => cos 0 - ± — 
4 2 


& — i e = n JL, e=—, 

6 6 6 


como r = 4(sen0-I) 


7T 


-r = 4(sen—-1) = -2 , r = 2 

- r = 4(sen — -1) = -2 , r = -2 
6 


e = 


llTT 

6 


P 3 (2,^), 

o o 
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8.10 DERfVADAS Y RECTAS TANGENTES EN COÓRDENADAS 
POLARES, 


Consideremos la ecuación de una curva dada por 


C: r = f(G) 




Sabemos que las coordenadas carlesianas y polares están relacionados por: 


x -r cosO > y - r sen 0 


... (2) 


Luego al reemplazar (1) en (2) en la ecuación de la curva lo escribiremos en la forma. 




que son las ecuaciones paramétricas de la curva con parámetro 0. 

Ahora calculamos la derivada de cada ecuación paramétrica con respecto al 
parámetro 0. 

~ = f' (6) cos 0 - f{6) sen 6 
— = /'(0)sen0 + /(0) cos 0 


Íjc = /(0).cos0 
[y = /(0).sen0 


luego calculamos 


dy 

dx 


es decir 


dy 

± = d6 _ / , (0)sen0 + /(0)cos0 /'(0)tg0+/(0) 

dx dx_ /'(0)cos0-/(0)sen0 /’(0)-/(0)tg0 

de 


dy r(B)íge+ne) 

dx rm-jmtge e 

dB B 
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dy 

dx 


tg 

* 40 



Como la — representa la pendiente de la recta langente a la curva, se tiene que: 
dx 

Si a es el ángulo formado por la recta tangente y el eje polar. entonces: 


ÉL 

áx 


r+tg&. 


ÍL 

40 



Si P(r,0) es el punto de tangencia y 8 es el ángulo que forma el radio vector OP y la 
tangente, veremos los siguientes casos: 

¡) 



Sededuceque a = 0 + 8 =>8=a-0, aplicandotangentesetiene: tg8 = tg(a- 0) 

i¡) 



0 
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6 = a+ n - 6 => 6=K + (a-0) de donde 


tg 8 = tg(7r + (a - 0) = tg(a - 0) por lo tanto en ambos casos significa que: 


„ dr 

„ r + tg6 .— 

tg 6 = tg(a - 0) de donde tg S = — —-— como tg a = • 


1 + tg a. tg 0 


r+\gO.—-\g6 
d6 


dr 


tg <5 = 


dO 


r\gO 


r + r tg ” 6 


r+tg e.± ± +t g>e.*i 

u tg9 de do 

dr ~ 

- r\g6 

dO 


dr 

-r tg0 

dO e 


tg<5 = 


r(l + tg' 0) _ r /(0) 


dr -> Q dr /'(0) 

— (1 + tg 0) - J v ' 

dO 5 dO 



Ejemplo.- Hallar el ángulo a y 8, el valor de la pendiente de la tangente en el punto 
dado. 


(I) r = 4(1 + sen 0), P(4,0°) 


Solución 


r = 4(1 + sen 0) => — = 4cos0 => — 

dO dO 


= 4 


6=0 


r + \gO. 


tga 


dr 

~d6 


dr 


dO 


-rtg0 


4 + 0 , 

tga =-= 1 

4-0 


tg ct = 1 


71 

a = — 

4 
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tg 5 = m. = ± =l => a _*. 

f'(G) 4 4 


r=a(l-cos0) 0=^,a>0 


Solución 


r = a(l—cos0) => — = asen0 => — 

dG d& 


2 


r = a(l— cos0) para G=— => r=—(2—y/3) 

6 2 


tga 


r + tg0.— 


dr 


í/0 


rtg0 


-(2-^3)+-.— 
tga = —- Í-Lt.1 

---(2-^3)— 

2 2 ’ 3 


7r 


como tg a = 1 => a = — 
5 4 


n n n 

S=a-6= -=> — 

4 6 12 




POfcARESU 




_ --- i _.._,-..^ _ _ _ ■„..■■■ 


Consideremos una ñrnción continua y positiva en el intervalo [a,p], suponiendo 

—► —► 

que la curva C tenga por ecuación r = í(0) y dos radios vectores OP x y OP 2 
que pasan por las rectas 0 = a y 0 = p 
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E1 area de un sector circular es igual al semiproducto del radio por el arco. 


Luego el área del i-ésimo sector circular es: 


1 

A í --r i .r i AB i 



Luego el área de los n sectores circulares es: 



Teniendo en cuenta que la integral definida, expresa geométricamente el área bajo una 
curva, por lo tanto el área buscada es el limite de los n sectores circulares, es decir: 



Luego el área determinada por el radio vector de la curva al desplazarse de la posición 
—^ ^ 

OP x a la posición OP 2 es expresada por la fórmula. 



Ejemplo.- Hallar el área de la figura limitada por la cardioide r = a(l + cos 0). 


Solucíón 
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OBSERVACION.- Consideremos dos función f.g : [a,p] => R tales que 

0 < g(0) < f(0), V 0 e [a,p] y sea R el sector limitado 
por los gráficos r = g(0), r = f(0) y las rectas 0 = a y 0 = p entonces el área de la 
región R es expresado por la fórmula. 

/((«>=-*-fV ! w>-ríe)]<ífl 

2<*a V 


Ejemplo,- Hatlar el área de la figura limitada por la curva r = 2a sen 36 que está 
fiiera del círculo r = a. 

Solucién 
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bj vmmtm m. m I 

OtlDOD 

E 

m 

:vc 


m 

ON 1 


m* 

m 

ii 

■: - 

1? 

mm 

W-. 

P 







.. 


■■ 



iiÜ 


VÍ,M 


E1 volumen V del sólido obtenido por la rotación alrededor del eje polar de la 
región R limitada por la curva r = f(0) y las rectas 0 = ay 0 = pes dado por 
la fórmula. 






>Hv «V 


Ejemplo.- Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la curva r-a cos 2 6 
alrededor del eje polar. 

Solución 

La variación de al integral es desde 0 = 0 hasta —. 


2 n , 4;r t nl ^ % ¿ 

V = [— r 3 sen 6 d6] = — | a 3 cos 6 0.sen 6 d6 

3 Jo 3 Jo 

4 a'n 3 

V =- u 

21 




Consideremos una función r = f(0) continua en el intervalo [a,p]; como 
x = r cos 0, y = r sen 0, por diferenciación se tiene: 


{ dx = cos 6.dr - r sen 6.d6 
dy = sen 6.dr + r cos 6.d6 

Si en coordenadas cartesianas se tiene ds como la hipotenusa de un triángulo de 
catetos dx, dy. Entonces. 



... ( 2 ) 
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Ahora reemplazando (1) en (2) se tiene: 

(ds) 2 = (cos 6.dr - r sen 6.d6) 2 + (sen 6.dr + r cos 6.d6 ) 2 

(ds) 2 =cos 2 6(dr) 2 +r 2 sen 2 6(d6) 2 -2 sen 6 cos 6.dr.d6 + sen 2 6(dr) 2 + 

+ r 2 cos 2 6(d6) 2 + 2r sen 6 cos 6.dr d6 
(ds) 2 =(sen 2 6 + cos 2 6)(dr) 2 +r 2 (sen 2 6 + cos 2 6)(d6 ) 2 
(ds) 2 = (dr) 2 + r 2 (d6) 2 extrayendo la raíz cuadrada 

ds = ^(d7-) 2 +r 2 (d6) 2 = ^jr 2 +(-~) 2 d6 

Integrando ambos miembros de a hasta p. 



que la longitud del arco de la curva desde A hasta B. 

TEOREMA,- Si f es una fünción continua en el intervalo cerrado [a,P], entonces 
la longitud de la curva r = f(0), desde, P x (r x ,a) hasta P 2 (r 2 ,P) 
está expresado por: 
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t 

Ejemplo.- Hallar la longitud total de la cardioide r = a( 1 + cos 0) 

Solución 



r = a(I + cos 0) 


L = fyjr 2 +(r') 2 d6 
Ja 


dr 


dO 


-a sen 6 


X como la gráfica es simétrica. 

L = 2 -yja 2 0 + cosO) 2 +a 2 sen 2 6d6 

L = l\ ^¡2a + 2 a cos OdO = l^jla f + cos OdO 

Jo Jo 


<:) 


L = 2-j2a\ 'Í2 cos — ,10 = 8a sen - /' - Sa L=8a 

Jo 2 2' 0 


18.12 EJERClOOS DESARROLl.ADOS,- 

® Calcular el área dela región limitada por ia lemniscata r 2 = 9 cos 20 . 
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© Hallar el área limitada por la curva r 2 = a 2 sen 40 

Solución 


© 


© 



Del gráfico se tiene: 

A 4 7 rnlA 


1 t 1 *' 4 1 f *' 4 7 

A=4[-\ r z dO}= 2\ a 2 sen40 d6 

» 2 Jo Jo 

„2 . r , 2 

, a An ,iti 4 a r i «i ■> 
A = -cos4 0 = [-1-11 = 0 “ 

9 / 0 T L J 


2 ' 0 2 
A~a z u 2 

Hallar el área comprendida entre la primera y segunda espiral de Arquimedes r = a0. 

Solución 

1 f 2 *, j 



I f 7 7 

Del gráfico se tiene: A =— (r 2 “ - rf )dO 


donde, r x =aO y r 2 -a(0 + 2n) 

A = -{ 2JZ [a 2 (G + 2n)-a 2 0 2 )de 
2 Jo 


A = Sa 2 n 3 u 2 


Hallar el área de la región encerrada por la Lemniscata r 2 = 4 sen 20 

Solución 
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Hallar el área dc la región encerrada por la curva r = a sen 20 

Solución 



Como la gráfica es simétrica con respecto a los dos 
ejes entonces. 


1 pn¡2 pnll 

A = 4A t = 4[j J () r 2 d6] = 2£ a 2 sen 


20xi6 


sen40 4 ,kí 2 a'n 


/)=O 2 J(í-COs40)rfÉ> = O 2 (0-¿í^)/“'“=• 


. a'n ■> 
.*. A =- u' 


© Encontrar el área común de las dos circunferencias r = 2 sen 0 y r = 2 cos 0. 


Solución 


Ubiquemos la región común 



fKi 2 


A = |(í 1 cos 2 6)dB + £'\l + cos 2B)dtí = (tí -“£*)/ J'"’ + (0 + ¡\* 
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Encontrar el área de la región acotada por la curva r = 2a cos 0 y que se encuentra 
fuera del circulo r = a. 



Solución 

Calculando la intersección 

( r = 2acos0 1 

=> cos0= — 
r = a 2 

de donde 6 = —, 0 = — 

3 3 


Como se tiene simetría respecto al eje polar. 


1 f*' 3 1 1 f* /3 1 

A = 2[- I (2 a cos 0) 1 dO — a 2 dO] 

2 Jo 2 J o 



3 


cos 2 0.d0 - a 



A=2a 2 JJí + cos 2 0)d0-a 2 0 


2a 2 (0 + 


sen20 x ,s/3 
2 ' 0 


a~n 

~T~ 


. 2 “\/3 ■> 

/4 = A (— + —)«“ 
3 2 



Calcular el vdumen de un sólido obtenido por rotación de la región acotada por la 
curva r = a cos 2 0 alrededor del eje polar. 

Solución 



Por simetria se tiene: 



cos 6 0sen0¿/0] 


V = 


4fl 3 /r 


COS 0 .n,l 
' 7 'lo 


4fl 3 /r 


21 


■u~ 


b 
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© Calcular el volumen del sólido oblenido al hacer girar la cardioide r = a(l + cos 6), 
a > 0 alrededor del eje X. 



8 a 3 /r 3 
V=—u 


Hallar el volumen del sólido generado por la rotación de la región 
R: a<r<a-j2sen20 , a> 0. alrededor del eje polar.. 


Solución 


Ubicando la región de las curvas polares que encierran como R: a <r< a^2sen 20 , 
a > 0, entonces r = a circunferencia. 

r 2 =a 2 2sen26 , 6 e[0,y]U[7r,-^-] donde Ia ecuación r 2 = 2a~ sen20 

corresponde a la gráfica de la Lemnicata. 


r — a 

< 

r 2 = a 2 2sen26 


sen 26 = 


1 


12 12 
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Por simetria se tiene V - 2V X 


2 n i - •> 2 n 7 

V = 2[—— I [(ch/2sen20) 3 ] sen0.e/0 —- I cr 3 sen0¿0] 

3 in/\2 3 


^=—[f A 3 2-\/2(sen20) 3 2 sen0.c(0-cr 3 fsen0^/0] 

3 Jtt/12 


V = 


4m ^.f 5 *' 12 3 


lOjT/l.: , ,Sjr/12 

[| cr 3 2v2(sen20) 3/2 sen 0¿/0 + cos 0 / „] 

Jtt/12 7 « /12 


F = 


4to ff 5 " I2 fl 3 2> /2(sen20) 3 ' 2 sen0.</0+-Ü 
Jtt/ 12 -y/2 


/T 


Sea 0 = —-r =>d0 = -dz, reemplazandoen (1) 


f5/r/12 - n 1 ¿•71/6 _ _ 3/T+8 

I (sen 26 ) 3 ' 2 sen = —p=- (cos r) 3 “ (cos r)úfc = —— 

J7Cl\l -yj2 J~*' 6 32 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: V = —-— [2^2. — + -y=] 


3^ + 8 l 


...d) 


... ( 2 ) 
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© 


m 

Hallar la longitud del arco de la parte de la parábola r = csec 2 (—), cortado de la 
misma por la recta perpendicular que pasa por el polo. 

Solución 


Como < 6 < — 

2 2 



0 0 

r 2 =a 2 sec 4 (—) dedonde r = osec 2 (—) 
2 2 


dr 26 . 6 

— = flsec—.tg— 
dG 2*2 


■cl 


a 2 sec 4 (y)+fl 2 sec 4 (y)tg 2 (Y> d6 


L = \* ^ a sec 5 (j)d6 = 2 a[-Ja + ln(-j2 +1 )] 


12) Un móvil recorre una pista que sigue la trayectoria de la espiral de Arquímedes. 

Solución 



.2 n 


d6 
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L = a[n'J\ +4tt 2 +yln|2;r + '\/l+4jr 2 |] 


(l3) Hallar la longitud del bucle (Lazo) de la curva polar r = sec 3 (y) 



Solución 


Por simetría se tiene: L = 


C n f~> . dr _■> 

íf +( M r 


de 


r = sec' (—) 
3 


dr 3/ 0 w ,0 > 

d6 3 b 3 




)+SCC 6 (y).tg 2 (y) de 


£ = tf£sec 4 (y)í/0 = 12^/3 


/. Z. = 12-n/3 


€13 EJERCICIOS EROPÜESTOS.- 


I. Halle los puntos de intersección de las gráfícas del par de ecuaciones dado: 


© ) 

\2r = 3 
|r = 3 sen 6 

© ^ 

|2r = 3 
[/•= 1 +cos e 

© 1 

\r = 2cos0 

© | 

[/• = 2 cos 26 

[r = 2sen0 

[/• = 2 sen 6 

© 1 

\r = 46 
[r = n/ 2 

© | 

[/- = cosfl-l 
[/• = cos 26 

© I 

\r = 1 - sen 0 
[r = cos 2e 

© • 

r 2 =2cos 6 

r - 1 
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© 


© 


© 


{ 


r = 4 tg f/.scn 6 
r = 4cos6 

© 

r = 2 cos 6 

© 

r = 2-J3 sen 6 

r = 4(1 + sen 6) 
r(l-sen6) = 3 

© 

r = 4 

rO = 4 

© 

r = 4sen(?cos 2 6 

r = sen 6 

© 


írsen 6 =4 
[r cos 0=4 

\r = tgG 
|r = 4sen0 

r 2 sen 26 = 8 
r cos 6 = 2 

\r = sen 6 
[r = sen 26 

\r = 1 + cos 6 
|r = l-sen0 


II. Calcular el área de la región de las curvas que se indican y hacer su gráñca. 
r = a cos 0, 0 < 0 < rr/3 


© r = a(l -cos 0) 
r = 4 cos 20 
© r = a cos 50 


Rpta. 0.37 a 1 u 2 


Rpta. ~a 2 u 2 


Rpta. 4 n u 2 


r» * na 2 2 

Rpta. - u 


© 


r = a sen 20 


Rpta. - u~ 


r= a(l + 2 sen 0), 0 = -~, 6 = 


r = cos 30 


Rpta. 2 n + 


3-73 


Rpta. ^u 2 
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® 

r = b + a cos 0, (0 < b < a) 

Rpta. 

f<« 2 

+ 2 b 1 ) 

® 

r = a cos 0 

Rpta. 

2 

m 

- u 

2 

2 

© 

2 2 sen30 

r ~a - 

COS0 

Rpta. 

“ 2 <f 

-ln2)w 

© 

r = 2 sen 30 

Rpta. 

n u 2 


© 

r 2 = 9 sen 20 

Rpta. 

9 u 2 


© 

r = 4 — 4 cos 0 

Rpta. 

24 n \ 

u 2 

© 

r 2 =4sen26 

Rpta. 

4 u 2 


© 

r 2 =2a 2 sen 30 

Rpta. 

4a 2 u 

2 


III. 



Hallar el área interior a r = 4sen 6 cos 2 6 y exterior a r = sen 0 


Rpta. -^- + 


3-y/3 

8 


Calcular el área de la región que es interior a la curva r = 2a cos 30 y exterior al 

q 2 

circulo r = a. a > 0. Rpta. — (2/r+ 3-y¡3)u 2 

6 


® 


3/r -8 

Hallar el área común a las cardioides r = a(l ± cos 0) Rpta. —-— a 2 u 2 


Hallar el área encerrada por las curvas r 


a 


cos (—) 
2 


y r = 2a en el intervalo de 


0=0 a 0=-. 

2 


Rpta. ^-{3n-4)u 2 
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© 


Calcular el área exterior a la lemniscata r 2 =2 a 2 cos2 6 comprendida dentro del 

i w% 4/r + 3-s/3 2 2 

circulor =a. Rpta. - au 


© 


© 

© 


Hallar el área de la región que es interior a ia curva r = 3a cos 20 y exterior a la curva 

3 


r = a(l + cos20), a> 0. 


Hallar el área limitada por la curva r 2 =a 2 sen 40 . Rpta. a ¿ u 


Rpta. a 2 (4n +—-Jl5 -6a) 

Donde a es tal cos 2a = 

4 


. 2..2 


2 ,6 „ . ^ n 


Hallar el área limitada por la parábola r = a sec (—) y las semirectas 6 =— y 

2 4 


0 =-. 

2 


_ 14-8^2 2 2 

Rpta. - íí w 


^9^ Hallar el área de la figura limitada por la curva r = 2a cos 30 que esta fuera del 

a 2 n 

circulo r = a. Rpta. —— u 2 

2 

(ío) Calcular el área de la superficie obtenida al rotar, alrededor del eje polar, la 
Lemniscata r 2 =a 2 cos20 . Rpta. 2na 2 (2—j2)u 2 


© Hallar el área de la superficie generada al rotar alrededor del eje X la curva 
r = a(l + cos 0), a > 0, 0 < 0 < n. Rpta. 


32a 2 n 


(Í 2 ) Hallar el área de la superficie generada 1 rotar la curva r = 2a cos 0 alrededor del 
ejeX. Rpta. 4a 2 n 

(l3) Hallar el área de la superfície generada al hacer girar la circunferencia r = 2a sen 0 

Rpta. 4a 2 n 2 


n 


alrededor del eje a — 
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^4) Hallar el área dentro de r = 8 cos 0 y a la derecha de la recta r = 2 sec 0. 


Rpta. ^-+4^¡3 


(l5) Hallar el área de la region dentro de r = 10 sen 0 y encima de la recta r = 2 cosec 0. 

Rpta. 25 n -58 + 10-V5 - 50 arcsen(-^=) 

V 5 

© Hallar el área de la región encerrada por las curvas: 

a) r = e 6 , O<0<n, r = e G/2 , 0<0<7t y losrayos 0 = 2n y 6 = 3n. 


Rpta. 


(e n -l) 2 


b) r = e° , 2n<Q<3n , r=0, O<0<7t ylosrayos 0 = 0 y 0 = n. 

Rpta. ~ [3e 4n (e 2n -)2n 3 ] 

(n) Encontrar el área de la región limitada por la curva. 

a) (x 2 +y 2 ) 3 =4a 2 xy(x 2 -y 2 ), a>0. Rpta. a 2 


b) x 4 +y A = x 2 +y 2 


Rpta. n^j2 


IV. 


© Calcular la longitud de la curva r = a sec 2 (^) desde 0=0 hasta 6 = y. 

Rpta. V2 + ln(l + V2)] 


1 ) 


Hallar la longitud del arco de la espiral hiperbólica r0 = 1 desde el punto (2,y) 


hasta el punto (^- ,2). 




Rota 
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n 


© Hallar la longitud de la curva r = 2b tg 0. sen 0, b > 0 desde 0 = 0 desde 6 = y. 


Rpta. 2«J7-2) + ^l 


© 


© 


Calcular la longitud del arco de la curva r = sen 3 (—) comprendida entre 


0<fí < —. 
2 


Rpta. -(2^-3-s/J) 
8 


J 


Hallar la longitud del arco de la espiral logaritmica r = ae m , (m > 0), que se 
encuentredentrodel círculor = a. Rpta. —'Jl + m 2 


m 


© 

© 


Hallar la longitud del arco de la curva r = a sen 3 (y), a > 0. Rpta. —— 

Hallar la longitud del arco de la curva 6 = — (/ +—), desde r = 1 hasta r = 3. 

2 r 


Rpta. 


4 + ln 3 
2 




© Calcular la longitud del arco de Ia curva r = 6 2 , entre 0 < 0 < n. 

Rpta. (£Í±iWE±Li 


© 


© 


0 n 

Calcular la longitud del arco de la curva r = ocos 3 (y). entre 0 < 6 < —. 

Rpta. -^-(2/r + 3-J3) 

Hallar la longitud del arco de la parte de la parábola r = osec 2 (—), cortada por la 
recta perpendicular que pasa por el polo. Rpta. 2a[-Jl + + 1)]m 
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© Calcular la longitud del arco de la curva r = sen 6 desde 6 e [0,2rr]. 

Rpta. ttu 

(l2) Hallar la longitud de la primera espira de Ia espiral de Arquímedes r = a0. 


V. 


Rpta. an^Art 2 +1 + In| 2 tt-+--\/ 4rr 2 +11 


Calcular la longitud del arco de la espiral hiperbólica r0 = 1 desde 0, = — hasta 

4 


0 , =-. 


3 5 

Rpta. In(—) + — 
2 12 


( 14 ) Si R es la región exterior a la circunferencia r = cos 0 e interior a la cardioide 
r = 1 — cos 0, calcular la longitud de su perimetro. Rpta. 4^/1 +y 


(Í 5 ) Calcular la longitud total de la curva r = osen 3 (y). Rpta. ~~~ 


(l^) Encontrar la longitud de la espiral logaritmica r = desde (r, ,0,) hasta (r 2 ,0 2 ) 


© 


r, (a + yfa^+rf) r ~ 2 - 7 r ~ 2 - 7 

Rpta. a ln- . + ^a +r, -^ja +r 2 " 

r 2 (a + -\ja 2 +r, 2 ) 


Hallar la longitud de r = 4 — 4 cos 0. 


0 Hallar el volumen del sólido obtenido por la rotación alrededor del eje polar de la 


n 


figura acotada por la cardioide r = 4 + 4cos0 y las rectas 0 = 0 y 6 = — 

Rpta. 1 60/r u 3 












Coordenadas Polares 


651 



Hallar el volumen del cuerpo generado por la rotación de la figura limitada por una 
semi espira de la espiral de Arquímedes r = a0, desde a > 0, 0 < 0 < n. 





n 2o 3 rc 2 (/r 2 -6) 3 

Rpta. - u 


Hallar el volumen del sólido formado por rotación alrededor del eje polar de la curva 

. 576 3 

r = 3 sen 20. Rpta. - n u 

35 


Hallar el volumen del sólido generado por la rotación de la superficie 

a<r< a'sjl sen20 , a > 0 alrededor del eje polar. Rpta. ü7 ^. - u 3 

2V2 


Hallar el volumen en coordenadas polares por la curva r = a tg 0 al girar alrededor 

del eje polar y entre los límites 6=— y 0 = 0. Rpta. -^-^[61n(3+-\/2)-7-v/2]M 3 

4 2 
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APENPICE 


I. I.OGARITMOS.- 

a x =N, a > 0 <=> x = log c N x = e v <=> y = log e x = Lnx 

log u /lfi = log u /í + Iog u B 
/^. /1 

(2) log a — = log fl /4-log u B 
B 

® log a A n =n Log a A 
@ \og a ?[Á = -\og a A 

fl 

® log iV 

log 6 N = log¿ fl.log„ N = -j- g b (cambio de base) 

IL ECUACIONES CUARTICAS.- 

x 4 + 2px 3 + qx 2 + 2rx + s= 0, sumando (ax + b) 2 
x 4 + 2px 3 + qx 2 + 2rx + s + (ax + b) 2 = (ax + b) 2 
x 4 + 2px 3 + (a 2 + q)x 2 + 2 (r + ab)x + s + b 2 = (ax + b) 2 

(x 2 + px + k) 2 =(ax + b) 2 
x 4 + 2px 3 + (p 2 + 2k)x 2 + 2pkx + k 2 = (ax + b) 2 
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p~ + 2 k = a~ + q 

2pk = 2(r + ab) => ‘ 

,2 ,2 
k = s+b 


2pk-2r = 2 ab 

! 

pk-r = ab 



2 2 ^ 

a = p +2k-q 


(pk - r) 2 = a 2 b 2 = (p 2 + 2kp - q) (k 2 - s) 

simplificando: 2k 3 - qk 2 + (2pr- 2s)k-p^s-r^ + qs^O 

Hallando las raices de k se tiene: (x 2 + px + k) 2 = (ax + b) 2 



x 2 + px + k = ± (ax + b) de donde 


IIL ECUACIONES CUBl€AS.^ 

x 3 + px 2 + qx + r = 0 haciendo x = y - p/3 

, , 2 p 3 qp 

se transforma en y + (q - p73) y +--—+ r = 0 

27 3 

y 3 + Qy+R=o 

se hace y = A + B 




donde 


m BERIVABAS ELEMENTAJbES.- 
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© 

y = kf (x) = c=> — = kf' (x) 
dx 




© 

dy 

y = f(x)± g(x) => — = f’(x)± g(x) 
dx 




© 

y = f(x) = x n => — = /’( x) = nx" 1 
dx 




© 

dy 

y = f(x).g(x) => — = f'(x).g(x)+f(x).g'(x) 
dx 




© 

f(x) dy g(x).f'(x)-f(x).g'(x) 

>'==>= 1 

g(x) dx g(x)~ 




© 

y = (f(x)) n => — = n(f'(x))"~ l .f'( x) 
dx 




V. DEI 

SCí 

RJVADAS m LAS FmClCWMEl' IRi 

í rmmsm.- 

oon 

OMETRIC 

kV 

:as y 



dy 

y - sen( /(*))=> — = cos/(x). /' (.*) 
dx 


© y = cos(f(x)) => — = —sen(/(x))./*(-*) 

dx 


® y = tg(/(*)) => — = sec' (/ (x)).f'(x) 

dx 



v = clg(f (x)) => — = -cosec 2 (/ (x)). f'(x) 
dx 


(|) y = sec( f (x)) => — = sec( f (x)).tg(f(x)).f'(x) 

dx 



dy 

y = cos ec( f (jr)) => — = -cosf'r( f (x)).ctg(f'(x)).f'(x) 
dx 
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y 


dy 

= arc. sen( f(x)) => — = 
dx 


/•(*) 

■Jl-f-(x) 



y = arc.cos(ffx)) => 


dy 

dx 


-/•w 

Vi-/ 2 w 



y = are.tg(f(x)) 



fix) 

1+/ 2 U) 


20) >• 


dy 

= arc.c tg(/(x)) => — = 
dx 


l+/ 2 w 


© v = o/'c.sec(/(jc)) 


¿>’ _ /'(*) 

* |/w|V/ 2 (*)-i 


Q 2 ) y = aic.cos t'c(/(jc)) 


<» _ -/'(*) 

* l/wlV/ 2 (*)-i 


DERIVADAS 

i í lÜi 


! LAS FÍÍNOOMS lllilliiiill 

' . .. '-M^***:* 


rX;X:xíí: ; .: ; -; 




© 

© 

© 

© 

© 


dy log .e 

y = log„ (f(x)) => —= -^-.f'(x), a * 0,1 
rfx /(x) 


v = ln(/(x)) 


dy f'(x) 

dx f(x) 


fix) dy /(*> ... 

> = <r => — -a \Ln a. f (x) 

dx 


y = e fíx) => — = e f{x) .J'( x) 
dx 


y = (f(xf {x) => — = g(x)(f(x)) g{x y1 .f'(x) + (f(x)f lx) ln( f(x)).g'(x) 
dx 
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VII. DtRIVADAS DE LAS EENClONES HIPERBOLICAS Y SOS 
INVERSAS.- ___ 


® 

® 

® 

© 

© 

® 

® 

® 

© 

© 


dy 

y = senh(/(x)) => — = cosh(/(x))./’(x) 
dx 


dy 

y = cosh(/(x)) => — = senh(/(jc))./'(jr) 
dx 


dv , 

y = tgh(/(.v)) => — = sec/i' (f(x)).f'(x) 
dx 


y = ctgh(/(x)) => — = -cos ech 2 (f (x)).f'(x) 
dx 


dv 

y = sec h(f(x)) => — = -sec h(f (x)).tgh(/ (x)).f'(x) 
dx 


dy 

y ± coseh(f(x)) => — = -cos ech( f (jc)).ctgh( f (jc)). f'( x) 
dx 


dv f'(x) 

y = arc. senh( f( jc)) => — = ■ . — 

dx Jf 2 (x) + l 


dv ±f'(x) 
y = crc.cosh(/(jc)) => — = 


* V/ J M-1 


dv f'(x) 

y = arc.lgfr( f (x)) => —= —5 -, - < f(x) < 1 

dx l-/"(jc) 


dv f’( x) 

y = arc.c tgh(/(x)) => — = ——^-, (f(x)) > 1 

dx 1 ~f~(x) 


dy ±f'( x) 

y = arc. sec h(f( x)) => — = ■ 


dx /(x)V l-/ 2 (jt) 
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iii ufí \\ dy ~f'(x) 

12) >’ = flrc.cosec/7(/(jc)) => — -■ 


* i/(i)ii/i+/ 2 u) 


VHLTABLA DEINTEGRALES.- 


© í 


adx = ax + c 


@ J^(x)dx = * J/(x)dr 

© Jí/(/(x)) = /(x) + c 

© J (f(x) ± £(*))<& = J f(x)dx ± J g(x)rfx 

© n±l 

f x n dx =—— + c, n *-1 

J n +1 

® _ H+l 

\u n du = — -+ C, H*-l 

J « + 1 


© J/ =¿ H"l +c 

J e u du = e u +c 

(?) f a u du = + c, a > 0, a * 1 

J ln<7 

© J 2 = — arctg—+c 

J cr + 1 / C7 




W-6f 


W +0 


4-C 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

@ 

© 

© 

© 

© 

© 


í; 


du 1 _ 

= — Ln 


a 2 -u 2 2a 


u + a 


u-a 


+c 


f du ,u x 

I . = arc. sen(—) + c 

a 


h 


du 


■> i 

u~ +a~ 


= Ln 


u + Ju 2 


+a 


í 


du 


U-a 1 


= Lmu t V a' 


+ c 


+ c 


f n ~j u n T u 

\a -u~du = —\a -u +—a/r.sen —+c 
J 2 2 a 


| Vw 2 -o 2 í/« =~Vm 2 -a 2 --^-Z,/i|m + V « 2 -fl J 


J Vw 2 +a 2 du =-j V « 2 +o 2 +-^- Z./i|w + V « 2 +a 2 


J sen udu = —cos u+c 
J cos udu = sent/ + c 
J tg udu = -£w|cos w |+c 
J c tg udu = Z/i|sen «J + c 
J sec udu = ¿/z|sec u + tg w| + c 


J cos ecudu = ¿/z|cosea/ —c tg zz| + c 


+c 


+ c 
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(25) Jsec 2 udu = tgu + c 

(26) J cosec 2 udu = -ctgu + c 
@ Jsec u tg u du = sec u +c 

© J cos ecu.c tg udu = - cos ecu + c 
® í senh udu = cosh u+c 
® í cosh udu = senh u + c 


(3l) J tgh udu = I«|coshw| 


+ c 


(32) J c Igh udu = ¿w|sec hu\ + c 

(33) J sec frudu = tgh u+c 

(34) J cos ech 2 udu = -c tgh u + c 
© J sec hu. tgh udu = - sec hu + c 

f cosech 11 .c tgh udu = -cosech u + c 

© f seK bu)du = f (a ^ (bu \ - b ™ ibu)) + c 

J a ¿ +b ¿ 

® \e- co s(bu)du = ( - a <**l*+b*XI”» +c 

J a ¿ +b ¿ 
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